1. Najdite vSeobecny predpis a, Fibonacciho postupnosti 1,1,2,3,5,8,13,21,..., tj.
rekurentne a, 12 = ap11 + an, kde a; = as = 1.

RiesSenie:

Oznacme T, = an & Y, = A1, POLOM Ty = Ani1 = Yn 8 Ypt1 = Any2 = Api1+0y =
Yn + x,. Cize mame sistavu dvoch diferenc¢nych rovnic o dvoch neznamych:

Tpn+1 = UYUn (1

Ynt1 = Tpn+Yn 2

(
. . Lo Tn+1 . 01 I . . 01
Maticovy zapis: ( Yoo ) = ( 11 ) ( i ) , kde maticu suastavy ( 11

ozna¢me A. Najdime vlastné ¢isla matice A (vid. 3.priklad z rieSenych prikladov
na 1.-4.tyzden semestra), teda vyrieSme alohu:

~— —

A —1

0:‘ -1 A-1

':)\2—)\—1.

Rovnica:

M—-A—-1=0 (3)

mé dve realne rieSenia \; = %‘F’ a \y = 1’2‘/5, pricom M = —1 a A\ + Ay =1,
kde Ay > 0, kym Ay < 0. Cislo \; sa nazyva zlaty rez. Reprezentuje pomer dlzok
casti tyce, ktora bola rozrezana v takom pomere, aby tento pomer bol rovnaky ako
pomer dlh3ej ¢asti tyce ku kratSej ¢asti a sucasne rovnaky ako pomer celkovej dizky
tyce k dlzke dlhsej casti tyce. Oznacme ) - tento pomer (samozrejme A > 0), k -
dlzka dlhgej ¢asti a m - dlzka kratSej ¢asti, potom:

k+m  k

T @

Ak zlomok na Tavej strane rovnice (4) rozsirime podielom ™, dostaneme:

mtm K
ko m
A1
T =)
A
A1 = N
M-A—-1 = =0,

¢o je rovnica (3), ktord méa jediné kladné rieSenie A\; = 1+2‘/5. Podobne ako v casti

d) 3.prikladu z riesenych prikladov na 1.-4.tyzden je mozné najst regularnu maticu

U taku, ze A =UAU!, kde A = A 0 . Prislusn& matica U = N ,
0 X AL Ao
1 A2

. -1 _
pricom U™ = Ay < Y
(o )=ome (),
Yn+1 Yn

prepisat do tvaru:
Ynt1 Yn

_11 ) . Z toho vyplyva, ze ststavu (1), (2) mozno

resp.:



T _ 771 T 4 _ Axn—y _ —MzZnty .
=U (xmyn) ) tJ~ Zn = # a Wp = Wa potom:

(o) =2 ()= (o ) ()

a teda dostavame:

Ozna¢me (z,, w,)

Zn+1 = )\12n (5)

wn+1 — )\an (6)

Pre dané pociato¢né z;, resp. w; méa rovnica (5), resp. (6) rieSenie z, = A" 'zy, resp.
? ’ n 1 )

w, = Ay tw,. V tomto pripade z; = ﬁ, wy; = /\12:)‘)\11. 7 uvedeného vyplyva:
)\2xn — Yn -1 -1 /\2 —1
M AT NN
N Ty + Yn 1 1 1-X
o—M 2 MmN TN
Po tdprave:
Moty = Yo = AT (A= 1) = =)} (7)
Tty = A1 =) = A (8)
S¢itanim (7) a (8) dostaneme:
A= M)z, = =AT+ X\
v, = ST 9
Ao— A1 A — X

Plati A\; — Ay = v/5. Oznatme \; = 1+2\/5 (zlaty rez) jednoducho ako A, potom z (9)
mame:

X (AT X ()

. = 10
¢ NG 22— 1 (10)
. Vypoditajte lim by, kde b, = “*** a {a,};2; je Fibonacciho postupnost.
n—o00 n
Riesenie:
Vyuzijuc vztah (10) pre n-ty ¢len a, Fibonacciho postupnosti, dostavame, Ze:
1 . (_1)n+l
b )\n—i—l _ (_)\)—n—l B )\n+1 (1 _ (_1)n+1)\—2n—2) ) —()\2)n+1 (11)
()"
Pretoze \ = ”2‘/5, tak:
1 2
0< == < 1. 12
3445 (12)

1 n
Z (12) vyplyva, ze lim <—) = 0. Rovnako tak:

oo \ \?

: —1\"
i (57) o )

Z (11) a z (13) dostavame:

-
S

limb, =\ =

n—oo 2




3. Ukazte, ze postupnost {a,}22,, kde a,, = (—1)", nema limitu.

RieSenie:

Postupnost {a, }7°; mé limitua € R (nlggo ay = a> prave vtedy, ked pre kazdé e > 0
existuje ng € N také, ze pre kazdé n > ng plati: |a, — a| < e.

Nech a € (—1,1) je Tubovolné. Ukazeme, ze {a,}>°, kde a,, = (—1)", nema limitu
a € (—=1,1). Nech £ > 0 je lubovolné. Pre akékol'vek velké ny € N buda hodnoty a,,
pre vietky n > ng rovné bud 1 (pre parne n) alebo —1 (pre neparne n). To znamené,
ze musi sucasne platit: |1 —a| < e a |-1—a| <e. Kedze a € (—1,1), znamena to,
ze musi stucasne platit: 1 —a < e a1+ a < e. To je mozné splnit len pre € > 1, ¢o
je spor s predpokladom, Ze £ > 0 je Tubovolné.

Nech a € (—o0,—1) U (1,00) je lubovolné. Ukazeme, ze {a,}5>,, kde a,, = (—1)",
nemé limitu a € (—oo, —1) U (1, 00). Nech € > 0 je [ubovolné. Pre akékol'vek velké
no € N buda hodnoty a,, pre vSetky n > ng rovné bud 1 (pre parne n) alebo —1
(pre neparne n). To znamend, ze musi sucasne platit: |1 —a| < e a |-1—a| < e.
Ak a € (1,00), znamena to, ze musi stcasne platit: a — 1 < ¢ a 1 +a < e. Ak
a € (—oo, —1), tak musi sucasne platit: 1 —a < ¢ a —1 — a < . Pre obe varianty je
to mozné splnit len ked € > 2, ¢o je spor s predpokladom, Ze € > 0 je Tubovolné.
Postupnost ma limitu a = oo, ak pre kazdé € > 0 existuje ng € N také, ze pre kazdé
n > ng plati: a,, > % Kedze pre akékol'vek velké ng € N budi hodnoty a,, pre vsetky
n > ng rovné bud 1 (pre parne n) alebo —1 (pre neparne n), uvedené nie je mozné
splnit pre neparne n.

Postupnost mé limitu a = —oo, ak pre kazdé ¢ > 0 existuje ng € N také, ze
pre kazdé n > ng plati: a, < —%. Ked7ze pre akékol'vek velké ng € N buda hodnoty
a, pre vietky n > ng rovné bud 1 (pre parne n) alebo —1 (pre neparne n), uvedené
nie je mozné splnit pre parne n.

. Ukazte, Ze neexistuje lim cosx.
T—00

RieSenie:

7 Heineho definicie limity vyplyva, Zze lim cosx = b, kde b € R*, prave vtedy, ked
pre kazda postupnost {z,}°2; bodov xz_?;noiiny D(cos) = R taka, ze limx, =
oo plati: lim cos(z,) = b. Vezmime postupnost bodov z, = nm, poto?r?iaozaj
lim z,, = 1502 cos(x,) = cos(nm) = (—1)". Z predchadzajiceho prikladu vieme, 7Ze
ggg’:upnosﬁ {an}22,, kde a, = (—1)", nema limitu. Z ¢oho vyplyva, ze neexistuje

lim cosz.
Tr—r00
(-1 +4
. Néjdite sucet radu 2(5%
n=1
RiesSenie:

Na néajdenie stuctu tohto radu vyuzijeme tvrdenie:

Nech Zan a an st konvergentné rady, potom aj rad Z(an+bn) je konvergentny

n=1 n=1 n=1
00

a plati: Z(an +b,) = ian + ibn.
n=1 n=1

n=1



Upravujme:

“(—1)" +4 (-1 = 4 = N D Lt |
Y = ey L = e S Y
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1

_ Ool(—n (—%)nl ; f‘{x (%)1 (14)

00 1 n—1 1
Rad Z(—l) (_5> je geometricky rad s kvocientom — a teda je konvergentny.
n=1

Jeho sucet je:

53«4>(—g)”*-Tjigg_-gg-_g. (15)

n=1
=, (1\"". - . 1 . ,
Rad 24 R je geometricky rad s kvocientom R a teda je konvergentny. Jeho
n=1
sucet je:
=1\ 4 4
4(_) =——=3=5. (16)
2'6)
S vyuzitim tvrdenia a (14), (15), (16) dostavame:

o

(-)"+4 5 25
T T2
; pr-1 6 "7

. Néjdite chybu v nasledujucich upravach:
[ee] o0 o0
1 1 1 1
E en —ent2 — E en — E en+2
n=1 n=1 n=1
o0 o0
1 1
= e—i—\/E—i—E en—E ent?
n=3 n=1

RGO
n=1 n=1

P U = 1
a najdite skuto¢ny sicet radu E en —entz,

n=1
RieSenie:

Chyba je hned v prvej uprave, pretoze tento rad nemozno rozlozit na sucet dvoch
konvergetnych radov, kedze tieto rady nie st konvergetné. Nespliiaju nutni pod-

: : . PRt
mienku konvergencie nekone¢ného radu, plati lime» = ¢ = 1 # 0, rovnako ako
n—oo

lim — ez = —e0 = —1 # 0. Zvoleny postup na néjdenie suctu radu je nespravny
n—oo

a treba ho néajst ako limitu postupnosti ¢iasto¢nych suctov:

51 = e—+/e

s o= e Vet e Ve

S o= e Vet Ve- Vet Ve Vo=t e o e
S5 = et vVe- Ve et Yo Yo=et Vo o e

EETR
S, = e++/e—end —en+z



10.

11.

lim s, = lime+ /e — et —emz =e+/e—e® —e” = e+ /o — 2.

n—oo n—oo
=1
Néajdite sucet radu E -
n!
n=1
Riesenie:

o0 [e. 9]

z" 1
Pretoze pre vsetky x € R plati e = Z—', tak pre £ = 1 mame e = Z =
n

n!
1 v~ Ciz 1 _ 1
+Zﬁ 12625—6—.
n=1 n=1

n=0 n=0

- s
Néajdite sicet radu ZCOS (—)
n=1 n

RieSenie:
Rad je divergentny, pretoze nespliia nutni podmienku konvergencie nekone¢ného

radu: lim cos (=) = cos0 = 1 # 0.
n—oo n

nA
Vypocitajte lim —.
n—soo 41

RieSenie:

o 4
Podla D’Alembertovho limitného kritéria rad ZZ—n konverguje:
n=1

n 4dn—oco

(nt+1)* 4 4

+ 1 1 1 1 1
i 22 :hm—<n+ ) — Zlim (1+—) — <1

Z” n—oo4 n 4

KedZe je konvergentny, tak z nutnej podmienky konvergencie nekoneéného radu vy-
4

n
plyva, ze lim — = 0.
n—soo 41

o0

Vysetrite konvergenciu radu Z

n=1

nn

3np!’

RieSenie:

Pouzijeme D’Alembertovo limitné kritérium:

(n+1)n+t (n+1)" 1 TI\" 1 1\
fim 2D gy T 2y (" ) — ~lim <1+—> ~ o
n—00 Sl n—oo  Inm 3n—o0 n 3n—oo n 3

Teda rad je konvergentny.

= /62 —2n—1\"
Vysetrite konvergenciu radu Z (%) .
n? —3n

n=1

RieSenie:



12. VySetrite konvergenciu radu Z

Pouzijeme Cauchyho limitné kritérium:

/62— —1\" 6n2 —2n —1\2 6\ 36
lim —_—— =lm[(—mm— | == ==>1
n=oo \| \ 5n2 — 3n + 17 n=oo \ 5n2 — 3n + 17 5 25

Teda rad je divergentny.

o0
arctg n
TIn—2 :

n=1
Riesenie:
Pouzijeme porovnavacie kritérium:

1 t 1
0< o < a;;ng:;% < Gaog pre vsetky n € N (17)

Zo (17) mame:

=L arctg n < 1\
; 2n—2 < ; (5)

arct g n

. KedZe je majo-

. < /1\"
Cize rad Z (—) je majorantnym radom k radu Z

rantny a konverguje (1de o geometricky rad s kVOClentom ) tak podla porovnéava-
arctg n

cieho kritéria je aj rad Z -~ konvergentny.

1+ cos n) (2n—lnn)

13. Vysetrite konvergenciu radu Z (2 n
cosn

RieSenie:

Pouzijeme porovnéavacie kritérium. Pre vsetky n € N plati:

1< cosn <1
1< 24 cosn <3
1 1
< - <1
3 2+ cosn -
1 1
1< —Y— < —=
- 24cosn 3
1 1
1-1< 1 — — 1— -
24 cosn 3
1+ cosn 2
0< _— < — 18
- 24 cosn -3 (18)
Zaroven pre vietky n € N méame:
Inn < n
—Inn > —-n
2n—Inn > n (19)

Z (18) a (19) pre vsetky n € N dostavame:

1+ cosn (2n—Inn) 9 (2n—Inn) 2\ "
G <[z <(2) .
2+ cosn —\3 —\3



14.

15.

5 00 2\ " 0 1 (2n—Inn)
Cize rad Z (5) je majorantnym radom k radu Z (ﬂ) . Kedze
n=1

24 cosn
n=1

je majorantny a konverguje (ide o geometricky rad s kvocientom %), tak podla po-
o0

. e e 14 cosn
rovnavacieho kritéria je aj rad Z (—
n=1

(2n—Inn)
konvergentny.
2 + cos n) & Y

. 3
Vygetrite konvergenciu radu Z(—l)”log2 (n i >
n

n=1
RiesSenie:

Pouzijeme Leibnizovo kritérium pre rady so striedavymi znamienkami. Oznac¢me

+3 . . ,
a, = log, (Z n 1). Ukazeme, ze postupnost {a,}22, je klesajica postupnost klad-

n—oo n

3
nych ¢isel s lim a,, = 0. Pre vietky n € N je a,, = log, (n i 1) = log, (1 + —) >
n

. 2
log, 1 = 0. Dalej a, 41 =1 1+—|.
082 ale] an41 0g2< +n—|—2)

Pre kazdé n € N plati:

1 - 1
n+ 2 n+1
2 - 2
n—+ 2 n-+1
2 2
1+ < 1+
n—+ 2 n—+1

) 2
] 14+ = ] 14—
Og?( +n+2) < Og2< +n+1)

Qp41 < Qpn

Takze postupnost {a,}>; je klesajica postupnost kladnych ¢isel. Navyse:

. : 2
nh_}rgoan = nh_g)lo log, (1 + n——i-l) =log, 1 = 0.

Podla Leibnizovo kritéria pre rady so striedavymi znamienkami sme ukézali, Ze rad

> 3
Z(—l)”log2 (Z—::_—l) je konvergentny.

n=1

Vygetrite konvergenciu radu Z(—l)"log 1 ( n )

n=1
RiesSenie:

Pouzijeme Leibnizovo kritérium pre rady so striedavymi znamienkami. Oznacme

n
a, = log% ( . 1) . Ukazeme, ze postupnost {a,}2, je klesajica postupnost klad-

1
nych ¢isel s lim a,, = 0. Pre vSetky n € N je a,, = log: ( n ) = log1 <1 — —) >
n—00 2 2 n+1

log% 1=0.



Pre kazdé n € N plati:

(n+1)? > n*+2n=n(n+2)
logs(n + 1)? < logs (n(n + 2))
2logi(n+1) < logi(n)+logs(n+2)
logi(n+1) —logi(n+2) < logi(n)—logi(n+1)

n—+1 n
logy o 2) = e\

An41 < an

Takze postupnost {a,}>2, je klesajica postupnost kladnych ¢isel. Navyse:

lim a,, = lim log

1
= i logy (1 - m) ~logy 120

Podl'a Leibnizovo kritéria pre rady so striedavymi znamienkami sme ukézali, Ze rad

—1)"log1 L je konvergentny.
- 2 \n—+1

- 3
. Najdite sucet radu Z(—l)"log2 (Z i )

n=1
RieSenie:

V 14.priklade sme zistili, ze rad konverguje. Pokiisime sa teraz néajst jeho sicet ako
limitu postupnosti ¢iastoénych suctov {s,}o2,.

4
s1 = —log, (5) = —log, 4 + log, 2

4 5
s = —log, (5) + log, (3) = —log, 4 + log, 2 + logy 5 — log, 3
s3 = —logy4+log,2+log,d —log, 3 — log, 6 4 log, 4

sy = logy2+logy, 5 — logy 3 — log, 6 4 log, 7 — log, 5
s5 = 1—log,3+ log,7 —log, 8

sp = 1—1logy3+ (=1)""logy(n +2) + (—1)"logy(n + 3)

n—+3
= 1-—log,3 —1)"1 20
o83 + (-1)"og, (255 ) (20
lim s, = 1 — logy 3+ lim (—1)"logy (1 4+ —— ) = 1—log,3  (21)
Jim s, =1~ logy 3+ lim (<1)"logy (1 5 ) =1~ log,

Z (21) vyplyva, Ze sucet radu je 1 — log, 3.



