MATEMATIKA 1 — PREDNASKA 2

MICHAL ZAJAC

PoLyNOMY
Definicia. Nech ag,as1,...,a, € C. Vyraz f(z) = ap + a17 + asz?® + -+ + a,2™ sa nazyva
polynom s koeficientami ag, ay, . .., a,. Ak a, # 0, tak sa ¢islo n sa nazyva stuper polynému f(x)
(n =degf). Ak ag = a; = -+ = a, = 0, tak deg f = —oo. Mnozinu vSetkych polynémov s

komplexnymi koeficientami budeme oznacovat P(C).

Podobne, P(Z), P(Q), P(R) st mnoziny vSetkych polynémov s celoéiselnymi, racionalnymi,
resp. redlnymi koeficientami.

Polyném f € P(C) uréuje funkciu x — f(x), pre polynémy z P(C) plati aj veta o jednoz-
nacnosti:

Veta. Nech f(x) = apz™ +an_12" 1+ +a1z+ag € P(C), g(x) = bp@™ + by _12™ 1+ +
biz + by € P(C) (an # 0, by, # 0) urcuji td istd funkciu, t.j. pre kazdé x € C plati f(x) = g(z).
Potom sa rovnaju aj koeficienty polynomov f,g, t.j.

m=n, aozbo, alzbl,...,an:bn.

Predchédzajtca veta plati aj pre nulovy polyném a tiez v P(Z), P(Q), P(R).

Definicia.
1) Polyném f(x) € P(C), resp. f(z) € P(R) sa nazyva ireducibilng v P(C), resp. v P(R),

ak neexistuju g(x),h(x) € P(C), resp. € P(R), stupnia aspon 1, pre ktoré f(x) = g(z)h(x).
2) ¢ € C je koren polynému f(x) € P(C), ak je hodnota f(c) = 0.

Veta. Ak f(x) € P(C), c € C, tak zvysok po deleni f(x) : (x — ¢) je hodnota f(c); Specidlne, ak
¢ je koreni polyndmu f, tak sa dd delit f(x) : (x — ¢) bezo zvysku (piseme aj (x — c) | f(x)).
Dékaz. Delenim dostaneme podiel g(x) a zvySok je polyném r(z), degr(x) < deg(x—c) = 1. Teda
r(z) =r € C,ateda f(z) = (z —c)g(x) +r = f(c) =(c—c)g(c)+r=r.

Teraz mozeme este spresnit definiciu korenia polynému z P(C)
Definicia. Nech f(z) € P(C), k € N. Cislo ¢ € C sa nazjva koreri ndsobnosti k (k-nasobny
koreti) polynému f, ak (x — c)*|f(x), ale (x — ¢)**! nie je delitefom polynému f. VSeobecnejsie,
v P(R) sa ireducibilny polyném g(z) € P(R) nazyva k-ndsobny ireducibilng delitel polynému f,
ak [g(x)]* | f(z), ale g8 nie je delitelom polynému f.

Inymi slovami Jh(z) € P(R) také, ze f(z) = [g(z)]*h(z) a polyném g(z) nie je delitelom
polynému h(x).

Typeset by ApS-TEX
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Hornerova schéma. Delenie f(z) : (x — ¢) = g(z) so zvyskom r sa d4 napisat do nasledujice;
tabulky

an  Qp—1 Qp—9 ... a1 ag koeficienty polynému f
c cby,_1 ¢cb,_o ... cby cbo
bn—1 bp—o bn_3 ... bo ‘r = f(c) koeficienty polynému g‘ zvySok

V tretom riadku je stucet ¢isel v prvych dvoch riadkoch.

Platnost Hornerovej schémy ukazeme na priklade deg f = 3; f(x) = azx® + as2? + a1z + ao,
g(z) = bax® + byx + by.

f(z) = (z — ) (bax® + by + by) + 1 = bax® + byz® + box — cbax® — chyx — cbg + 1,
teda

f(z) = asaz®+ apr?+ a1x+ ag
= boa®+(by — cby)x?+(bg — cby)x+(r — cbp)
Porovnanim koeficientov dostaneme
by = as,
by —cby = a9 = by = as + cbs,
bo —cby = a1 = bg = a1 + cby,
r—cbg=a9p = r=ag+chy.
Rozklad na siéin ireducibilnych polynémov.

Komplexné ¢&isla sme zaviedli tak, aby mal polyném x2 +1 koreni. Pre polynémy s komplexnymi
koeficientami (teda Specidlne aj z P(R)) plati viac:

Veta (Zékladnd veta algebry). Kazdy polynom s komplexnymi koeficientami stupria aspori 1 md
koren c € C.

Veta (o komplexnych korenoch redlnych polynémov). Ak je ¢ € C' koreriom polyndmu f € P(R),
tak je aj komplexne zdruzené cislo ¢ koreriom polynomu f.

Doékaz. Ak ag,aq,...,an, € R, f(zx) =ap+ a1z + -+ apx™ € P(R) a c € C je koreenn polynému
f, tak

0=f(c)=ap+aic+asc®+ - +a,c = 0=0=ap+aic+axc®+ - +a,c".

Pretoze ck = (€)* a a, € R = aj = a3, dostaneme

f(@) =ap+a1e+ ast® + -+ a,c" = ag +arc+azc® + -+ a,c = f(c) =0.

Zo zakladnej vety algebry vyplyva, ze ireducibilné polynémy v P(C) maju stupen 1. Pre
polynémy f € P(R) dostaneme:

Ak ¢ = a + ib je koren polynému f € P(R), tak aj ¢ = a — ib je jeho koreni. Preto je
(r—c)(x—¢) = (x —a—1ib)(x —a+ib) = (x — a)? + b? delitelom polynému f(x). Teda v P(R) st
ireducibilnymi len polynémy stupna 1 alebo polynémy stupna 2, ktoré nemajui realne korene (t.j.
maju zaporny diskriminant). Teda kazdy polyném f € P(R), deg f = n, sa da rozlozit na suc¢in
ireducibilnych polynémov

() v P(C): f(z) = ana™ + an_12" 1+ ...a0 = an(z — 1) (z — c)*2 -+ (x — cp)Fm, kde

€1,C2,...,Cm € C st korene polynému f nasobnosti ki, ko, ..., kyn € N
pricom plati > k, = deg f.
a=1

(ii) v P(R): f(x) = an(z —c1)* - (x —cp)*s (2% + prz + q1) - (2% + prz + qn) ™",
g h
S ka+2> by =degf ap?—4qj < 0 pre vsetky j =1,2,...,h, c1,c2,...,c4 st redlne korene
a=1 b=1
polynému f nasobnosti ki, ko, ..., kg € N



MICHAL ZAJAC — POLYNOMY A RACIONALNE FUNCKCIE 3

Racionalne korene polynému f € P(Z).

Veta. Nech f(z) = apa™ +an_12" 1+ -+ a1+ ag € P(Z), a, # 0. Nech c = L, kde g € N,
p € Z a ¢isla p,q su nesudelitelné (t.j. zlomok sa nedd krdatit). Ak je ¢ koren polynomu f, tak je

p delitelom c¢isla ag a q delitelom éisla a,,.
Dokaz. Ak je § korenl polynému f(x) tak

pn pnfl
0= f(£> = anq_n + an—lqn_l

D
; +---+a15+a0/-q”
= 0=a,p" +an_1p" "¢+ +apg" "' + aoq”
= —a0q" = anp" + an_ 1" g+ Faipg™ !

—aoq" =p (anp” "+ an_1p" g+ +a1q" ') =pa, a€ Z
a

Teda ¢islo p je delitelom ¢isla agq™ a pretoze p a g st nestudelitelné musi byt p delitelom éisla ag.
Podobne

0=a,p" + an_1pn_1q + -+ cupqn_1 + agq" / — app"
—anp" = an_1p" g4+ a1pg” T + aoq”
=q(an—1p" "+ +a1pg" 2 + apg" )
= q| an.

Priklad. Najdite vetky racionalne korene polynému f(x) = 42°+62° —102* — 72% + 622 — 52+ 6
a napiste ho ako stcin ireducibilnych polynémov v P(R).

Riesenie:
Ak % je koren f(x),tak pe Z, p|6 a q| 4, teda
p € {£1, £2, +3, £6}, q € {1, 2, 4}, ¢iZze mozné racionédlne korene st z mnoziny
{£1, £2, +3, £6, :I:%, :I:%, :I:%, :I:%}. Teraz stac¢i tychto 16 ¢isel dosadit do daného polynému a
zistit, pre ktoré z nich vyjde hodnota 0. Urobime to pomocou Hornerovej schémy a zistujeme aj
nasobnost korena:

4 6 —-10 -7 6 -5 6

4 10 0 -7 —-16
11410 0 -7 -1 —60 = f(x)=(x—1)(42°+ 102* —72% — 2z — 6)
4 14 14 7 6
1414 14 7 6 [0] = f(z) = (v — 1)?(42* + 1423 + 1422 + Tz + 6)
4 18 32 39
14 18 32 39 [45+#0

Teraz sta¢i hfadat korene polynému 4x* 4142341422 472+6, ktory ma iba kladné koeficienty, preto

moze mat len zadporné korene. Teda budeme uz sktsat ibac € {—1, =2, =3, =6, —3, -3, —1, -3

znova pomocou Hornerovej schémy.

4 14 14 7 6
—8 —12 —4 —6

214 6 2 3 0 = f(z)=(z—1)%(z +2)(42> + 62% + 22 + 3)
-8 4 —12
204 2 6 |—9+£0

3 1

Teraz staci hladat korene polynému g(z) = 4z3+622+22+3, ktory moze mat korene {—3, —1, —3, -1 —

Pomocou Hornerovej schémy dostaneme g(—3) # 0, g(—3) # 0,

3

1

}
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4 6 2 3
-6 0 —3
4.0 2 [0 = g(@)=(z+3)42?+2) =2(z+ 3)(222 + 1)

[\ [e]

Vysledok: f(z) = 4(z—1)*(z+2)(z+ 2)(2*+ 1) ma racionalne korene ¢; 2 = 1, c3 = =2, ¢4 = —3.
Okrem toho ma dvojicu komplexnych korenov j:\/iii.

RACIONALNE FUNKCIE

Definicia. Nech p,q € P(C), q # 0. Fuunkcia tvaru f(z) = ]% sa nazyva raciondlna funkcia.
q(x
Definovand je v kazdom komplexnom ¢isle, ktoré nie je korenom menovatela g(z).
Ak je degp < degq, tak hovorime, ze f(z) je rydzoraciondlna.

Ak je degp > degq, tak delenim p(z) : g(x) dostaneme p(x) = g(x) - q(x) + r(x), degr < deggq.
Odtial dostavame

_ple) _g(@)-q(z) +r(z) _ . r@)
&= =" @ 9w

a teda plati

Veta. KazZdd raciondlna funkcia f je suctom polynomu g a rydzoraciondlnej funkcie (ak je f
rydzoraciondlna tak je polynom g nulovy).

»,Najjdenoduchsie” rydzoracionélne funkcie, ktorych menovatelom je mocnica ireducibilného
polynému sa nazyvaju elementarne zlomky.

Definicia. FElementdrnym zlomkom nad C sa nazyva funkcia tvaru
a

(1) m,kde a,CEC,kIEN.

Elementarnym zlomkom nad R sa nazyva funkcia jedného z typov
(i) ﬁ kde a,c € R, k € N,
x—c
b
(i) —
(2% +pz +q)

-, kde a,b,p,q € R, k€ N, p* —4q < 0.

Uloha. Rozhodnite, ¢i je dana funkcia elementarnym zlomkom nad R.

@) = (ait)

2 4+ 22 42

Veta. KazZda raciondlna funkcia f nad C (nad R) sa dd jednoznacne aZ na poradie scéitancov
napisat ako sucet polynomu a konecného poctu elementdarnych zlomkov nad C' (nad R).

Naznacime iba, ako sa matematickou indukciou (vzhladom na stupen menovatela) dokéaze tato
veta nad polom C. Predpokladajme preto, zZe ¢ € C' je k-ndsobny koreni menovatela rydzoracionél-
nej funkcie, t.j

fle) = ————, k€N, g(c)#0, k-+degg>degp.
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~—

b(c ;. . o ‘
——=. Inymi slovami c je koren polynému
c

ST
p(x) — ag(x) a preto p(x) — ag(z) = (x — c)h(x), h € P(C). Teda

Potom Ja € C také, ze p(c) — ag(c) = 0, t.j.

~—

p(x)  _ (p(x) —ag(x)) +ag(x) _ (z = c)h(z) + ag(z) h(z) a

(z —c)kg(z) (z —c)fg(z) B S L0 R I L 105 I e

Rozklad na stcet elementarnych zlomkov sa dé urobit metédou neurcitych koeficientov, ak
pozname kanonicky rozklad menovatela na sacin ireducibilnych polynémov. UkéaZzeme to na prik-
lade:

_ 20% — 523 + 222 — 22 + 1

Uloha. Funkciu flx) = rozlozte na sicet polynému a elementarnych
23— 222 —x +2

zlomkov.

.....

prv delenim dostaneme
(22 —bad + 222 — 224+ 1) : (23 —22%2 —2+2) =22 +1, zvysok 2z% — Tz + 3

teda )
20 — Tx + 3
=2 1
f(z) T +x3—2x2—x—|—2

Menovatela rozlozime na stcin 23 — 222 — 2 +2 = (x — 1)(x + 1)(z — 2), teraz hladame &isla a, b, ¢
také, aby
22% — Tz +3 a b c

(r—1)(z+1)(z—2) :x—1+m+1+x—2

Obe strany predchadzajtcej rovnosti ndsobime menovatelom (z — 1)(x + 1)(x — 2) a dostaneme
202 —Tex+3=a(z+1)(z —2) +b(z — 1)(z —2) + c(z — 1)(z +1).
Cisla a, b, ¢ podla predchadzajicej vety st jednoznac¢ne uréené. V tomto pripade ich najrychlejsie

urc¢ime tak, ze do oboch stran predchédzajicej rovnosti dosadime vhodné ¢isla (korene meno-
vatela):

r=1: -2=a-(14+1)(1—-2)4+b-0+c-0=-2a = a=1
z=-1:12=a-0+b- (-1 —1)(-1—2)+¢c-0=6b = b=2
z=2 —3=a-0+b-0+c-(2—1)(2+1)=3c = c=-1

Druhé moznost je pravi stranu roznasobif:
22° —Tx+3 = a(z+1)(z—2)+b(z—1)(2—2)+c(z—1)(2+1) = (a+b+c)z*+(—a—3b)z+(—2a-+2b—c)

a pouzit fakt, Ze polynémy sa rovnaji, ak maju tie isté koeficienty, teda riesit sistavu s nezndmymi
a,b,c:

a+b+c=2
—a—3b= -7
—2a+2b—c=3
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Pravidla ako uréujeme tvary elementarnych zlomkov pri rozklade rydzoracionalnych

funkcii.

1. Poéet neznamych neurditych koeficientov sa rovna stupfiu menovatela.

2. Ak je v rozklade menovatela mocnina (z — ¢)*, tak k nej hfaddme elementarne zlomky (k ne-
urcitych koeficientov)

ai az ar—1 ag
@—0f @—of 1 @-o? @-o

3. Podobne Ak je v rozklade menovatela mocnina (22 + px + q)*, p?> — 4¢ < 0, tak hladdme 2k
neurcitych koeficientov v zlomkoch

a1 + by asx + by ar_1T + bg_1 arx + by
(2 +pr+q)k’ (22+pr+q@)F 1" (22 +pr+q)?° (22+pr+q)’

Priklad. Napiéeme teraz tvar rozkladu na elementérne zlomky nad R niektorych rydzoracionél-

.....

st neurcité koeﬁc1enty z R):

p(2) A B C D
@-21 (@-20  (@-2F (@-22 (@-2)
p(x A B C D
-2+ 12 @-27 (@-2) @+ (@+1)
p(z) Az +B Cx+ D E F

(@ 30132 +1)2 (2 —3c432  (2—32+43)  (@+12  (@+1)

Uloha. Dant racionlnu funkciu napiste ako stcet polynému a elementarnych zlomkov nad R.
2) 223 + 4x? + 5x + 1
(22 4 2z + 2)?
b) —x? —2x+1
x3+63i:2+12x—|—8
c)
d)

222 + hx — 12
3r—4
(x —2)(x—1)3
5x2 — 14z + 17
(z —5)%(z — 1)
42? +3x + 3
(2 4+ 1)(22 4+ 2z + 2)

e)
f)




