MATEMATIKA 1 — PREDNASKA 1
MICHAL ZAJAC

Zoznam znaciek.
N: mnozina vSetkych prirodzenych cisel
Z:: mnozina vsetkych celych cisel
R: mnozina vSetkych realnych cisel
C: mnozina vsetkych komplexnych c¢isel
a € A: a patri do mnoziny A
Re z: realna cast ¢isla z € C
Im z: imagindrna cast ¢isla z € C
arg z: argument ¢isla z € C
V: pre vSetky (pre kazdé)
d: existuje
d!l: existuje prave jedno
A: neexistuje
(): préazdna mnozina

1. KOMPLEXNE CISLA

Najprv pripomenieme niektoré zname vlastnosti redlnych ¢isel.

Veta. Nech a,b,c € R potom plati:
(i) a+b=">b+ a (komutativnost séitania)
(ii) a+ (b+c¢) = (a + b) + ¢ (asociativny zdkon)
(iii) a+0=a
(iv) a+(=a) =0
(v) ab = ba (komutativnost ndsobenia)
(vi)
(vii)
)
x)

(viii

(i

a(bc) = (ab)e (asociativny zdkon)

l-a=a

Ak a # 0, takﬂleRaplatza =1
a(b+ c¢) = ab+ ac (distributivny zakon )

Vieme, Ze neexistuje € R, pre ktoré 22 = —1. Tento ,nedostatok” redlnych ¢isel odstranili
matematici tak, ze si také ¢islo ,vymysleli”. Vold sa imagindrna jednotka a oznacovat ho budeme
pismenom i (v elektrotechnickych aplikdciach je zauzivané aj oznacenie j).

Definicia. Nech z,y € R.
Vyraz tvaru iy sa nazyva imagindrne ¢islo, vyraz tvaru x + iy sa nazyva komplexné ¢islo (algeb-
raickyj tvar komplexného ¢&isla). MnozZinu vsetkych komplexnych éisel budeme oznacovat C.

Typeset by ApS-TEX
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V mnozine vetkych komplexnych ¢isel st operacie séitania a ndsobenia uréené vztahom 2 = —1
a vlastnostami (i)—(ix). Teda ak a,b, a1, by, as,bs € R, tak

a+ib=0 <= a=0=0
(a1 4 ib1) + (ag + iby) = (a1 + a2) +i(by + b2)
(a1 +iby)(ag + ib2) = (a1az — b1ba) + i(a1be + biaz)
—(a+ib) = (—a) +i(-b)
(a+ib)(a —ib) =a* +b* € R
1 1 a—1b a . —b
a+ib:a+iba—ib:a2+b2+za2—|—b2

ak a +ib # 0 tak

Predchédzajtice vztahy sa lahko overia priamym vypoc¢tom, napr.:

(a1 + ibl)(ag + ibz) = al(CLQ + ibg) + ’ibl(az + ibg) = aj1a9 + ta1by + ibias + i2blb2 =
(CL16L2 — blbg) + i(ale + blaz)
Ukéazali sme, ze s¢itanim, nasobenim a delenim dvoch komplexnych ¢isel dostaneme znova kom-

plexné &islo (t.j. vyraz tvaru z+iy, kde z, y € R a tieto operacie sme definovali tak, ze aj komplexné
¢isla spliaju vlastnosti (i)—(ix) redlnych ¢isel.

Definicia. Nech z,y € R, z = x + iy € C. Potom sa x nazyva redlna cast a y imagindrna cast
komplexného ¢isla z, oznacujeme:

xr=Rez, y=1Imz,

¢islo z = x — iy sa nazyva cislo komplexne zdruzZené s cislom z.
Priamym vijpocétom sa dd overit, Ze plati

Veta. Nech z,z1,2z9 € C. Potom

(l) % =z, (111) Z1R9 = 5122,
(i) 21 + 22 = Z1 + %3, (iv) Rez =1(247%), Imz=4(z—7%).
Priklad. Vypocitajte (t.j. napiste v algebraickom tvare) ¢isla
1 2+ 3
a) i23 b) - C) + :
i i
144 (2 — )2 :
d f) (1—14)8
T A ) A =1)
Riesenie.
a) V&imnime si, 7e i> = —1, i* = —i, i* = 1, potom dostaneme
i23 = (B3 — (j4)5 3_15( ')——2
1 1 — —
wlolzi =il
7 1 —1 1
243 1

c) = —(2+3i) = —i(2+3i) = —2i — 3i® = 3 — 2i,
7

Q) 14+i 14+i2+i  (14+)(2+4) 240+ 2i+4> 1+.3

= = = — — 71—

2—4 2—12+1 441 5 5 5’
) (2—)* _ 4—4i4i® _ (3—4i)(1—4) _ 3-3i—4i+4i® _ 1 _ .7
) T T Tin T aa—) 2 =373

f) (1—149)°=((1-14)?2)3=(1-2i+1i?)3 = (-2i)% = (-2)%3 = —8(—1i) = 8i.
Geometricka interpretacia komplexnych éisel.
Komplexné ¢éislo je uréené usporiadanou dvojicou realnych éisel. K ¢islu z € C mézeme priradit

dvojicu redlnych ¢isel (r = Rez,y = Im z) a teda aj bod v rovine, ktoého stradnice st [x,y]. Je
tym tiez ureny aj vektor v rovine, ktorého pociato¢ny bod je [0, 0] a koncovy bod je [z, y].
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Komplexné ¢islo z = x + iy stotoznime s tymto vektorom. Pritom aj obvyklé s¢itanie vektorov
v rovine zodpoveda s¢itaniu komplexnych ¢isel. Pouzivame pravouhlé stradnice v rovine, ale na
zdoraznenie, ze v nej kreslime komplexné éisla budeme os = nazyvat redlna os a os y imaginarna
0S.

Dizka tohoto vektora sa nazyva absolitna hodnota komplexného ¢isla z. Ak je z # 0 je tento
vektor jednoznacne urceny svojou dizkou a orientovanym uhlom, ktorého poc¢iatocnym ramenom je
vektor (1,0) (teda kladn4 cast redlnej osi) a koncovym ramenom je vektor z = (z,y) Pripomefime,
ze orientacia uhla je kladna ak sa jeho pociatocné rameno dostane do koncového rameno otacanim
okolo vrchola proti smeru hodinovych ruciciek. Velkost orientovaného uhla ¢ > 0 budeme urcovaf v
oblikovej miere, radianoch, teda je urcend dizkou cesty, ktoru prejde koncovy bod vektora diiky 1
pri otacani o uhol ¢ proti smeru hodinovych ruciciek, zdporné uhly rovnako zodpovedaju otacaniu
v smere hodinovych ruciciek.

Tabulka hodnét cos « a sin o

stupne o 360 180 90 60 45 30
radiany %a 27 s 5 3 1 5
cos COSs & 1 -1 0 % %\/5 %\/ﬁ
sin sin o 0 0 1 %\/ﬁ %\/5 %
Im
(] R 2=z +iy = |z]e*
Q)
i Re
-y Z=x—iy = |z|e”@

Obr. 1 Geometrickd interpretacia komplexného ¢isla.

Definicia. Nech z =z +iy € C, z,y € R.
(i) Nezéporné ¢islo |z| = \/x2 4 y? sa nazyva absolitna hodnota komplexného &isla z,
(ii) Ak je navySe z # 0, tak orientovany uhol ¢, pre ktory z = |z|(cos¢ + isiny), nazyvame
argument komplexného ¢isla z.
(iii) z = |z|(cos ¢ + isin ) sa nazyva goniometricky tvar komplexného ¢&isla z.

Poznamenajme, ze ak ¢ je argument cisla z, tak je ¢ 4+ 2kmw pre Vk € Z tiez argumentom c¢isla
z. Vyjadrenie ¢isla z v goniometrickom tvare je vlastne len preformulovanim definicie funkcie sin ¢
a cos ¢ pre orientované uhly.

Goniometricky tvar komplexného ¢isla sa skratene zapisuje v exponencialnom tvare:

z = |z|(cos o + ising) = |z]e’?, kde &islo e je zaklad prirodzeného logaritmu.
Opravnenost tohoto zapisu je vidiet z geometrickej interpretacie nasobenia komplexnych ¢isel:
Veta. Ak a,p € R, tak

(cosa + isina)(cos 8 + isin ) = cos(a + 5) + isin(a + 3).
Toto tvrdenie sa d4 dokazat pomocou geometrickych tvah a je ekvivalentné so suctovymi
vzorcami zndmymi zo strednej skoly (overte si to):
sin(a + ) = sinacos 8 + cosassin 3, sin(a — ) = sinacos 8 — cosasin 3,
cos(a+ 3) = cosacos 3 — sinasin 3, cos(a — ) = cosacos 3 + sinasin 3.

Teda pri nasobeni komplexnych ¢isel sa ich argumenty s¢itaji. Absolitne hodnoty sa nasobia, ¢o
je jednym z tvrdeni nasledujicej vety:
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Veta. Pre Vz,w € C plati:
(i) |z +w| < |2| + |w| (trojuholnikovd nerovnost)
(i) |zw| = |z[|w].
Obe tvrdenia sa daju lahko overit vypo¢tom. Ak nie st vektory z,w rovnobezné, tak je vektor
z + w uhlopriecka vo vhodnom rovnobezniku (nakreslite ho) nerovnost (i) je zndme tvrdenie, ze

strana trojuholnika je kratsia ako sucet dizok zvySnych dvoch stran.
Predchadzajice 2 vety majui nasledujici dosledok, ktory je znamy ako

Moivreova veta. Akr,¢p e R, r >0, n € N, tak

.. .. ., ST
[r(cos ¢ + isin)]™ = r™[cos(ny) + isin(ny)] alebo v ezponencidlnom tvare (re'?)" = r"e™?.
Moivreova veta sa pouziva na rieSenie rovnice 2" = ¢, kde ¢ # 0 je zndme komplexné ¢islo,
n € N a nezndma z sa hladd v mnozine C. PopiSeme teraz ako sa binomicka rovnica riesi:
1. pravi stranu vyjadrime v goniometrickom tvare a rieSime rovnicu

2" =|c|[(cos p + isinp) = |c|[cos(¢ + 2k7) +isin(p + 2km)], ke Z.
2. Nezndmu z budeme hladaf v goniometrickom tvare, teda hladdme kladné &slo r a uhol
a € R, tak aby z = r(cos a + isin ) bolo riesenie rovnice 2" = ¢, t.j.

r"[cos(na) + isin(na) = |c|[cos(p + 2k7) + isin(p + 2k7)], k€ Z.

3. Vidiet, Ze predchadzajica rovnost plati pre r = {/|c| a a = et2km £ 4 k%’r, k € Z a teda

2 = T\L/H[COS(%—I—]{?%)—FSH](%—FI{?%)}, k=0,1,2,...,n—1

je n roznych rieSeni danej binomickej rovnice.

4. £+ (k+ n)%r =Z 4 14:277T + 27 = Zz,.k = 2k, teda takto viac rieSeni nevyratame. Plat{
tvrdenie, ze rieSenie iného tvaru rovnica nemé, ale nebudeme ho teraz dokazovat. Pozname-
najme este, ze rieSenia binomickej rovnice lezia na kruznici so stredom v bode 0 a polomerom
’{/H a tvoria vrcholy pravidelného n-uholnika.

Este ,,jednoduchsie” je rieSenie v exponenciadlnom tvare:

2" = |cle® = |e|e!PTHT) — 2 = Ve enl(‘p+2k”) \/\c|ei(%+k%ﬂ), k=0,1,....,n—1.

Priklad. Rieste rovnicu 22 = —8i a vysledok napiste v algebraickom tvare a znazornite.
Im
¢ =3m
/ Najprv pravu stranu zndzornime a z obrazku urcime absolutnu
\\ Re hodnotu | — 8i| = 8 a argument ¢ = —7'(' a teda rieSime rovnicu
L8 5 3 3 8ok
2z = 8[cos(§7r + 2k7r) + ZSlIl(§7T + 2k:7r)} — el(amH2km)

Odmocnenim absolitnej hodnoty a delenim argumentu dostaneme riesenie:

2k = 2[cosl(§7r+2k7r) +isin%(g7r—l—2k7r)} ,k=0,1,2

32
20—2[cos—7r+zs1n;7r} =21 tm 20
27r o1 2 7 LT . /\
= 2[cos( 3 ) +zsm(§7r+ ?)] = 2[cos Ew—l—zsm Eﬂ = V3 Z%>é e
1 2
= 2[COS( 4;) +isin(%7r+ 4%)] = 2[(:05 %77+isin %ﬂ =3 —i
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Ijlohy.
1. N4jdite vysledok operacie v tvare x + yi, kde x,y € R (t.j. v algebraaickom tvare).
a. 3+ 7i— (5 —2i)(4 —1) d. 2t g beR
b. (1 +d)(1—4)(1+ 2i)(1 — 240) o, U2+31)
(1-73) T 345
C. (5730
2. Najdite vsetky z,y € R také, ze ‘ .
a. 2z +3y)+i(r—y)=—-1+2i c. “ytw rh

b. (iz +y)(2z — 3iy) = 2i -2 2+3
3. Dané komplexné ¢islo znazornite a ndjdite jeho goniometricky a exponencidlny tvar.
a. =5  b. 1—i c. vV3—i  d. —5i e. 2+3i f. —3 -7
4. Vypocitajte zu, =, 2".
a. z=/3(cos X —1—25111%”) u—2(cos +ising), n =5
b. z = 3(cos —|—zsm4) u = 6(cos 3F —I—zsm?gr) n = 2004
5. V obore komplexnych Cisel rieste rovnicu. Vysledok vyjadrite v algebraickom aj goniometrickom

alebo exponencidlnom tvare a znazornite.

a. 2t =4 c. 25 =-8i
b. z*=—4 d. 24 =-1-i/3
6. Vypocitajte.
a. 101 b. (1+i)* c. (M2 —i¥2)°

2. SUSTAVY LINEARNYCH ROVNIC

1.1 Jedna rovnica s jednou neznamou.

ar =b, kde a,b e C st dané ¢isla, mame najst vsetky = € C, ktoré spfﬁajli dant rovnicu.
RieSenie:

a. Ak a #0, tak 3z = g (prave jedno riesenie),

b. Ak a = 0Ab+#0, tak Ziadne z € C nespliia 0-z = b (ziadne riesenie),

c. Aka=0ADb=0, tak kazdé z € C splita 0-z = b  (neklonecne vela rieseni).

Rovnaké tri moznosti si pre pocet rieSeni vSetkych stustav s komplexnymi (aj redlnymi) koefi-
cientami.

V pripade a,b € R vieme, ze pre vzajomu polohu priamok p =y =axr a ¢q =y =0b st
presne 3 moznosti:

1. mozu sa pretinat v jednom bode p N g = [%, b},

2. mo6zu byt rovnobezné rézne (p || ¢) alebo 3. totozné (p = q)

1.1 Sastava m linearnych rovnic s n neznamymi m,n € N, m > 1, n > 1.
Necha;; € R(C),b; e R(C),i € {1,...,m},j € {1,...,n} st dané ¢isla. Sustavou m linedrnych
rovnic s n neznamymi nazyvame:

111 + a1222 + ... + A1nTn = b1
a21x1 + @222 + ... + a2pTy = b (S)

Am1T1 + AmaX2 + - + QynTn = bm

Riesit stustavu (S) znamend néjst mnozinu P vSetkych usporiadanych n-tic redlnych (komplexnych)
Cisel, pre ktoré po dosadeni do kazdej rovnice zo ststavy (S) za (x1, 2, ..., 2,) vznikne rovnost.

Definicia. R" (C") oznacuje mnozinu vSetkych usporiadanych n-tic redlnych (komplexnych) éisel.
Nech x = (z1,z2,...,2,) € R" (C™), ¥y = (y1,%2,...,yn) € R" (C") a a € R (C). Potom
(i) x+y=(x1+y1,22+Y2,...,Ty + ypn) sa nazyva stcet n-tic x a y.
(ii)) ax = (axy, axs,...,ax,) sa nazyva nasobok n-tice x ¢islom a.
(iii) m-tica 0 = (0,0,...,0) € R™ (C™) sa nazyva nulova n-tica.
(iv) —x = (—x1, —x2,...,—x,) sa nazyva n-tica opaéna k n-tici .
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Definicia. Tabulku zostavent z realnych (komlexnych) ¢isel a;;, i € {1,2,...m}, j € {1,2,...n}

ai1 a12 e A1n
A— a1 a9 e Qaon _ (aij) 1<i<m
.................... 15j<<n
am1 aAm2 ce. Amn
nazyvame matica typu m x n. Mnozinu vSetkych matic typu m x n budeme oznacovat R™*™ res-
pektive C"™*™. Usporiadané n-tice A;x = (a;1 a2 ... a;, ) sa nazyvaju riadky a usporiadané
alj
agj
m-tice A,; = . sa nazyvaju stipce matice A.
amj

Pri rieseni ststavy (S) budeme pouzivat jej zapis pomocou matic:

a1 a2 A1n
. , a1 aoo Ce a9
matica sustavy (S): A= ",
Gm1 Am2 Umn
a1l a12 ain | b1
o, o - asy a2 azp | b2
rozsirend matica sustavy (S): A = ,
am1  Am2 coo Qmn bm

Potom ststavu (S), resp. jej rozSirenti maticu A upravime na maticu zodpovedajucu sustave,
ktord ma tu istd mnozinu P vSetkych rieSeni, ale je pomocou nej jednoduchsie popisat mnozinu
P.

Nasledujuce tipravy matice A nemenia mnozinu vsetkych rieseni zodpovedajicej sustavy, nazy-
vame ich elementarne riadkové operacie (ERO).

ERO1 Vzajomna vymena riadkov (A;. <+ A, i # j), alebo stru¢ne R; <> R,
ERO2 Nasobenie niektorého riadku matice A nenulovym éislom (A« — @A, a # 0), struéne aR;
ERO3 Pric¢itanie nasobku niektorého riadka k inému riadku (A;x — A + aAjs, @ # j), strucne
R; + O[Rj.
Definicia. Prvy (zlava) nenulovy prvok a;; v riadku A;, matice A sa nazyva veduci prvok (pivot)
riadku A;,. Matica A sa nazyva stupnovita, ak plati

1) pivot i + 1-ého riadka je v stlpci napravo od stipca, v ktorom je pivot i-teho riadka (v stipci

pod kazdym pivotom st iba nuly).

2) kazdy nulovy riadok je pod kazdym nenulovym riadkom matice A (t.j. nulové riadky su

premiestnené do spodnej ¢asti matice).

A sa nazyva redukovana stupnovita, ak je stupnovita a navyse vSetky jej pivoty sa rovnaju 1 a
aj nad nimi st v stipci len nuly.

Lahko vidiet, Ze pomocou ERO vznikne matica stustavy so zhodnou mnozinou vSetkych rieseni.
Budem teda upravovat rozsirenti maticu danej stistavy na stupnoviti alebo redukovant stupnoviti.
D4 sa tiez dokazat, ze kazda matica A typu m x n sa da upravit pomocou ERO na jednoznacne
uréent redukovani stupniovittt maticu B typu m xn, budeme pisat A ~ B (matice A, B st riadkovo
ekvivalentné). Postup ukazeme na priklade ststavy a jej rozsirenej matice:

371 — 229 + 23 = 11 3 -2 1|11 1 1-3| 7
i+ xe—3w3=7 5 A=|[1 1-3| 7 | ~mor | 3 -2 1|11
112, — 425 — 325 = 10 11 -4-3| 10 11 -4 -3 10

Pivot 1. riadka je teraz ¢islo 1 (to sme mohli dosiahntt aj ndsobenim % - R1, ale takto sa vyhneme
zlomkom). Pomocou ERO Ry —3R; a R — 11R; dostaneme

1 1-3] 7 1 1-3| 7
A~ |0 =510 =10 | ~p,—sr, | 05 10| =10 | =B
0—15 30| —67 0 0 0| —37
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B je stupnovitd matica, ktorej posledny riadok zodpoveda rovnici Ox; + 0xo + 0xz3 = —37 a je
zrejmé, Ze nema rieSenie, teda P = ().

Pri Gpraviach sme postupovali “zlava a zhora” “doprava a dole”. Na upravu na redukovanu
stupriovitii maticu budeme maticu B upravovat od posledného pivota vpravo dole naspit vlavo
hore.

1 1-3] 7 11-3|7 11-3]|0 10-1]0
Br_1p, [0-510] =10 | ~_1p, | 0 12| 2 | ~py—2r, (0 12| 0 | ~g,—g, [0 1-2]|0
0 0 0| 1 00 0|1 Ri=TRs \ o0 0] 1 00 0|1

Posledné matica je uz redukovana stupnovita.
Ak by sme posledn rovnicu vynechali jej rozsirend matica sa pomocou ERO d4 upravit na

11-3[ 7Y _ 10-1]5
01-2]2 Bi-Rs \ g 1-2] 2

Teraz je lahké napisat rieSenie (za neznamu zodpovedajica stipcu bez pivota zvolime fubovolné
¢islo):

rzg=a€R, x9-2a=2 = 22 =242a, r1—a=5 = x1=5+a = P={(5+a,2+2a,a)acR

Popisany postup sa v pripade, ze tipravu matice ukon¢ime dosiahnutim stupnovitej matice, na-
zyva Gaussova elimina¢na metéda (GEM). Ak pokracujeme po ziskanie redukovanej stupiinovite;
matice, hovorime o Gaussovej-Jordanovej eliminacnej metdde.

Priklad. Napiste mnozinu P vSetkych rieSeni stustavy, ktorej rozsirend matica je

2 1 0 -1 3| -1 1 0 -3/2 0 —1| —5/2
a) 01 3 1 3| 2 b) 01 3 0 4] 3
0 00 -1 1] 1 00 0 1 -1 -1
a)
2 1 0 -1 3| -1 271 + 22 — w4 + 325 = —1
0 1.3 1 3| 2 —  To+3r3+ x4+ 315 =2
000 —1 11 g tas =1

Zacneme od poslednej rovnice, v ktorj st dve nezndme jednu zvolime Tubovolne, 25 =a —
re=—1+a,

dosadime to do druhej rovnice: x2 + 3x3 + (—1 + a) + 3a = 2. Ak zvolime z3 = b, dostaneme
T9o+3b—14+4a=2 — 29=3—4a—3b

nakoniec doteraz ziskané vysledky dosadime do prvej rovnice: 2x1 + (3 —4a—3b) — (—1+a)+3a =
-1 <<= 221 +4—-20a—-3b=-1 — 21 = %(—5+2a+3b) T —g+a+%b, teda

5 3
P = {<§+a+ 56,3—4@—3b,b,—1+a,a) : a,beR}
Poznamenajme, Ze za volné parametre a,b sme zvolili tie nezname, ktoré zodpovedaju stipcom
bez pivotov. Matica z prikladu b) je redukovad stuprnnovita, na ktort sme upravili prvii maticu. V
tomto pripade méZzeme mnozinu P napisat priamo z matice, lebo po zvoleni parametrov obsahuja
vSetky tri rovnice ststavy uz len jednu neznamu.

Definicia. Nech A € R"*™ (A € C"™*") a nech je B stupriovitd matica riadkovo ekvivalentnd s
maticou A. Pocet nenulovych riadkov (pivotov) matice B sa nazyva hodnost matice A.
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Veta (Frobéniova). Sistava (S) linedrnych rovnic md (asporn jedno) riesenie vtedy a len vtedy,
ked sa hodnost matice sustavy (S) rovnd hodnosti rozsirenej matice siustavy ().

Pripojme este dve poznamky sspresiiujice Frobéniovu vetu.

1. Ak sa pravé strany vSetkych rovnic ststavy rovnaju nule, tak sa nazyva homogénna. Homogénna
sustava ma vzdy rieSenie; bud prave jedno (r; = x3 = ...z, = 0) alebo nekonecéne vela.

2. Ak je v stupiiovitej matici B € R(1)*™ ktor4 je rozsirenou maticou ststavy s n neznamymi p
pivotov, tak na popisanie mnoziny P vSetkych jej rieSeni potrebujeme n—p volnych parametrov.
Volné parametre mozeme volif za neznadme zodpovdajice stipcom matice B, v ktorgch nie st
pivoty.

3. MATICOVA ALGEBRA A DETERMINNTY
Najprv zavedieme pojem linedrnej zavislosti a nezavislosti

3.1. Linearna zavislost a nezavislost v R" a C".

Definicia. Nech x7,%X2,...,Xx € R" a a1, a9,...,ar € R.

1. a1x1 + agxs + - - - + axpXi sa nazyva linedrna kombinacia vektorov xi1,Xs, ..., Xk.

2. Hovorime, Ze k-tica {x1,X2,..., X} je lindrne nezavisla, ak a1 x; + asxa + -+ apxpy = 0 =
o =ag =---=q =0.

3. Ak nie je k-tica {x1,Xs,...,Xx} linedrne nezavisla, tak sa nazyva linedrne zavisla.

Podobne hovorime o linedrnej kombinacii, zavislosti a nezavislosti k-tice matic, polynémov
alebo, vSeobecnjsie, funkcii.

3.2. sucet a sucin matic.

Operacie sice budeme dfinovat pre matice s redlnymi prvkami, ale rovnaké definicie a tvrdenia
su platné aj pre komplexné matice. Najprv definujeme s¢itanie matic rovnakého typu (je vlastne
zhodné so s¢itanim v R™”, resp. C""):

Sacet matic. Nech m,n € N, A = (aij)i<i<m € R™", B = (bij)i<i<m € R™*". Potom
1<5<n 1<5<n

A+ B € R™*" definujeme rovnostou A + B = (a;; + bij)1<i<m
1<j<n

, 1 2 3 1 1.0y (2 3 3 1 2 3 1 1Y\ .. ,
Priklad. (2 0 1>+(2 3 1)—<4 3 2),ale(2 0 1>—|—<2 3)n1eJedeﬁn0vane.

Skor, nez definujeme st¢in matic zavedieme pojem matice A" transponovanej k matici 4. AT
vznikne ,,preklopenim” matice A okolo hlavnej diagonaly, resp. zamenou tuloh stipcov a riadkov,
napr.

T " ailz aiz2 ais ’ @i Az

(1131 x2 373) =122 |, = | ai2 a22
az1 Q22 Q23

x3 a13 a3

Vseobecne, ak A = (a;;) € R™*" tak AT = B = (b;;) € R"*™, pricom b;; = a;; pre vietky
ie{l,2,....m},je{1,2,...,n}.

Sti¢in matic. Najprv definujeme stc¢in matice A typu m x n a stlpca z (n x 1):

pre A= (a;j)i<i<m,z = (z1,%2,... ,wn)T definujeme Ax = x1 A1 + 20Au2 + - + 1, Aun .
1<j<n

Pomocou vztahu x + Az je tak definované jednozna¢né priradenie (zobrazenie) stipca Az €

-1
R™*1 k stipcu € R™*! napr.pre 4 = <1 2 3),x: 1 je Ax:—(1)+(2>+

2 0 1 ) 2 0
o(3) _(—1+2+6) _ (5
1)~ \—2+0+2) " \0
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Ak namiesto jedného stipca z zobereme maticu B typu n x k a definujeme AB tak, ze maticu

A nasobime sprava kazdym stipcom matice B a zo ziskanych stipcov ,poskladdme” jednu maticu

AB =D = (dij)l§i§m~
1<5<k

Teda nasobime maticu A € R™*" sprava maticou B € R"** a visledok je matica D € R™*¥
s prvkami d;; = A;.B.; (i-ty riadok matice A krat j-ty stipec matice B). Ak sa pocet riadkov
matice A nerovna poétu stipcov matice B, tak nie je st¢in AB definovany.

Veta (vlastnosti st¢tu a stcinu matic.

1) Ak A,B € R™*", D € R"** tak (A+ B)D = AD + BD,

2) Ak A, B € R™*", D € R**™ tak D(A+ B) = DA + DB,

3) Ak Ae R™" B e Rk tak (AB)T =BTAT.

4) Ndsobenie matic nie je komutativne, t.j. nemusi platit AB = BA (ani ked si obe strany defi-
nované).

Definicia. Matice, ktoré maju rovnaky pocet riadkov ako stipcov sa nazjvaju stvorcové. Hovo-
rime, ze prvky a;;, @ = 1,2,...n matice A = (a;;) € R™*"™ tvoria hlavnd diagondlu matice A.
Matica I,, € R™"*™, ktord mé vSetky ¢isla na hlavnej diagonale rovné 1 a ostatné prvky nulové, sa
nazyva jednotkovd matica.

Poznamenajme, 7ze A € R™*" tak I,,A = Al, = A, to vysvetluje nazov jednotkova matica.
Podobne pre stvorcovit maticu A € R"*" definujeme inverzni maticu ako B € R™*™, pre ktoru
AB = I,,. K danej matici A existuje najviac jedna inverzna, navyse ak AB = I, tak aj BA = I,,.

3.3. Vypocet inverznej matice.
ailp aiz2 a3

Postup vysvetlime na maticiach typu 3 x 3, nech A = | as; a9 ao3 |, hladdme maticu
asy as2 ass
r1r Y1 21
B= |22 vy 2 |, prektora plati

r3 Ys z3
a1 a2 a3 1 Y1 2 1 00
(g1 @G22 A23 2 y2 2 | =10 1 0
az1 a32 ass T3 Y3 23 0 0 1

Ak oznadime x, v, z prvy, druhy a treti stipec nezndmej matice B, mame vlastne riesit tri sustavy
rovnic

Az = (1,0,0)", Ay=1(0,1,0)", Az=(0,0,1)",

ktoré maju tu isti maticu, ale rdozne pravé strany, t.j. rozne rozsirené matice. Takze maticu A
rozSirime o vSetky tri pravé strany a upravime na riadkovo ekvivalentni redukovani stupnoviti
maticu, jej hodnost sa rovna hodnosti pravej strany, t.j. n, teda bud maja vSetky tri sustavy
prave jedno riesenie, alebo aspon jedna z nich nemé rieSenie a inverzna matica neexistuje. Maticu
inverzni k matici A oznac¢ujeme A~1

1 -1 2
Priklad.. Najdite A~*pre A= |1 -2 0

0o 1 1
1 -1 2|1 0 0 1 -1 2|1 00 1 -1 2|1 00
1 =2 0[{0 1 0] ~Ry—r, [0 -1 —2| -1 1 0| ~Rsy4ry, [0 -1 —2| =1 1 0| ~_pg,
0 1 1/0 0 1 0 1 110 01 0 0 —-1]-1 1 1 —R3
1 -1 2|1 0 o0 1 -1 0|l -1 2 2 1 0 0/l-2 3 4
0 1 2|1 -1 0 |~gy—2r3 |0 1 0/ -1 1 2 |~pr4r, [0 1 0] -1 1 2
0 0 1|1 -1 1 Ri—2Rs \g o0 1| 1 -1 -1 00 1] 1 -1 -1
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-2 3 4

Teda upravili sme (A|I3) ~ (I3] A7'). Dostali sme A= = | =1 1 2 | (overte AA™! =
1 -1 -1

A71TA = 13)

T . 1 2 . , .
Ukazte, ze k matici A = (3 6) neexistuje inverzna matica.

Veta. Nech A € R" ™. Potom st nasledujice tvrdenia ekvivalentné.
a) ezistuje matica A™1,
b) A md hodnost n,
c¢) riadky matice A su linedrne nezdvislé,
d) stlpce matice A si linedrne nezdvislé.

Definicia. Stvorcova matica, ktord m4 inverzni sa nazyva reguldrna.

3.4. Determinanty Stvorcovych matic.

Determinant Stvorcovej matice A je ¢islo det A, uréené nasledujicou (induktivnou) definiciou.

Definicia. Nech A € C"*" , n € N.

1. Akn=1, A= (a1), tak det A = aq;

2. Ak n > 1 oznac¢ime A;; maticu, ktord vznikne z matice A odstrdnenim stipca A,; ariadka A;..
det A = aj; det A1 — ajpdet Ajp + -+ + (—=1)*"ay, det Ay, (rozvoj podla prvého riadku).

PodTla bodu 2) sa poéita determinant, ak vieme pocitat determinanty matic typu (n—1)x (n—1),
teda

Ak n = 2, A = (Z;i Z;z), tak det A = ail det(agg) — a12 det(agl) = 11Q22 — A12a21.
Determinant oznacujeme aj ako maticu ohrani¢ent kolmymi ¢iarami namiesto zatvoriek, det A =
ailr a2
a21 Qa22
vedlajsej diagonéle.

ailp aiz2 a3
Ak n = 3. 21 Q22 A23| — Q11

. Pre n = 2 teda je determinant sucin ¢isel na hlavnej diagonale minus stcin c¢isel na

az1 Qa22
az1 as2

a21 Q23
a31 ass

az2 A23
a32 ass3

+ ais

a3; aszz2 ass
a11(a22a33 — az3asz) — aiz2(az1as3 — azzazy) + aiz(aziaze — axzaszr) =
(a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32) —(a11a23a32 + a12a21033 + a13G22a31).
Pre determinant matice 3 x 3 sa da sformulovat Sarusovo pravidlo. Prvé dva stipce pripiseme
za maticu ako Stvrty a piaty stlpec a determinant je stcet vetkych troch stc¢inov na hlavnjch
diagonalach (zlava hore doprava dole) minus stcest st¢inov na 3 vedlajsich diagonalach.

ail aiz ais| aix ai2
a21 A22 Q23| a21 22
a31 a3z Aas3 | azir as2
det A = aj1a92a33 + a12a23a31 + ai3aziase — (a13a22a31 + ai1a23a32 + a12a21a33).

Pre viicsie matice ziadne analogické pravidlo neexistuje a najvhodnejsi je spdsob vypoctu po-
mocou ERO.
Najprv dfinujeme dalSie Specialne typy matic.

Definicia. Matica A = (a;;) € C"*" sa nazjyva
(i) dolnéa trojuholnikova, ak j > ¢ = a;; = 0 (vSetky prvky nad hlavnou diagonalov su
nulové),
(ii) hornd trojuholnikovd, ak j < i = a;; = 0 (vSetky prvky pod hlavnou diagonalov st
nulové),
(iii) trojuholnikové, ak je dolné alebo horné trojuholnikova,
(iV) diagonalna, ak j #i = a;; = 0 (vSetky prvky mimo hlavnej diagonaly st nulové).
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Vlastnosti determinantu zhrnieme v nasledujtcej vete, ktorej dokaz sa da urobit matematickou
indukciou.

Veta. Nech A € C"*"™. Potom plati
1.

Vie{a,...,n} det A= Z ai;(—=1)"7 det A;; (rozvoj podla i-teho riadku),

j=1
Vied{a,...,n} detA= Zaij(—l)iﬂ det A;; (rozvoj podla j-teho stlpca).
i=1

2. Ak B ~ A vznikla z matice A pomocou ERO
2.1. nasobenia niektorého riadka ¢islom o, tak det B = avdet A,
2.2. wvzajomnou vymenou dvoch riadkov, tak det B = —det A,
2.3. pricitanim ndsobku niektorého riadka k inému riadku, tak det B = det A,

3. det AT =det A

Daésledok.
(i) Determinant trojuholnikovej matice sa rovnd sucinu jej prvkov na hlavnej diagondle.

(ii) Ak md matica A dva rovnaké riadky alebo stlpce, tak det A = 0.
(iii) A,B € C"*" — det(AB) = (det A)(det B).

Prvé doésledky sa pomocou predchadzajicej vety daji dokézat jednoducho, dokaz tvrdenia o
determinante sucinu je podstatne narocnejsi.

3.5 Vyoocdet inverznej matice pomocou determinantov a Cramerovo pravidlo.

Pre maticu A = (a;;) € C"™*" oznafime a;; = (—1)"*7 det A;;. @;; sa nazyva algebraicky
doplnok prvku a;; v matici A, vystiznejie by bolo povedat algebraicky doplnok pozicie (ij), lebo
od hodnoty samotného prvku a;; ani od ¢isel v celom riadku A;, a stipci A,j cislo a;; nezavisi.

Pocitajme teraz sicin matic

a1 a1z a3 ai1  Qi2 Q13 a1l ai2 a3 ai1 a1 asy
Q21 QA22 A23 a21 QA22 Q23 = a21 QA22 Q23 aiz ag2 as2 =
azi asz ass azy azz ass az1 azz ass ai3 Q23 ass

(@11G11 + a12812 + a13@13)  (a11@21 + a12822 + a13d23) (a11a31 + G12G32 + a13G33)
= (a21a11 + ags2a12 + a23a13) (a21a21 + ao2a92 + CL23a23) (a21a31 + ag2a32 + a23a33) =
(a31G11 + as2G12 + a33d13) (as1G21 + asadoz + agsdss) (as1dsy + agedse + assass)

det A 0 0
= 0 detA 0 = (bij)1<i,j<n = (det A)I3.
0 0 det A

Cisla na hlavnej diagonale by, = by = bsz = det A st rozvoje det A podla prvého, druhého a
tretieho riadka. Na ostatnych miestach st rozvoje determinaantov matic, ktoré maju dva rovnaké
riadky, napr
a1 G12 Q13
rozvoj podla druhého riadka 0= |a11 @12 a1z | = (a11821 + a12d22 + a13G23) = b12
asy ag2 ass
(algebraické doplnky druhého riadka posledného determinantu st rovnaké ako v matici A).
Ak je det A # 0, tak z predchadzajucich vypotcov vyplyva

az2 azs3 o ai2 ais ai2 ais

asz as3 asz as3 az2 a3

11 (@) 7 = 1 _|a21 a23 a1l a13| _|a11 a3
= (@) = —

det A" det A as1 ass as1 ass a1 a23

a1 az2 _ ajl ai2 aill ai2

a3l as2 asi as2 a1 az2
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Pre matice typu 3 x 3 sme tym dokazali nasledujtiicu vetu, pre matice n xn sa d4 dokazat analogicky.

Veta. Nech A = (a;;) € C™" a nech adj A = (ai;)" (matica adjungovand k matici A). Potom
plati
A(adj A) = (det A)I,, .

Ak, navyse, det A # 0, tak
1
~1

- det A

adj A.

Tym je sticasne dokazané aj tvrdenie

Veta. A € C"*" je requldarna vtedy a len vtedy, ked det A # 0.

Priamym dosledkom vztahu A~ = ——adj A je

Cramerovo pravidlo. Ak A € C"*" je requldrna matica a b € C"*1, tak md sistava linedrnych
rovnic

Ax=Db

prave jedno riesenie X = (%1, %2, cee %”), kded=detAad; (j=1,2,...n)
je determinant matice, ktord vznikne z matice A zdmenou stlpca A,; za b (pravi stranu,).



