LINEARNA ZAVISLOST A NEZAVISLOST PRVKOV R", C"

R" = {(z1,22,...,2,), x; € R, i =1,...,n} — mnozina vSetkych usporiadanych
n-tic nad R.
C" = {(x1,22,...,2y), x; € C, i =1,...,n} — mnozina vsetkych usporiadanych
n-tic nad C.

Definicia (Stucet a nasobok skalarom).
Nech x = (x1,%2,...,24),y = (Y1,Y2,...,Yn) € R"(€ C™), a € R(€ C). Potom
(1) x+y=(x1+y1,22+y2,.. -, Tn +Yn)

(2) ax = (axi,axs,...,aTy,).
Definicia (Linearna kombinéacia prvkov). Nech k € N, x,x1,Xg,...,x; € C™.
Ak J aq,a0,...,ar € C: x = a1X1 + agXo + - - - + apXy, tak X sa nazyva linedrnou
kombindcoiu prvkov X1,Xo, ..., Xg.
Definicia. Prvky xi,Xo,...,x; € C™ sa nazyvaju linearne nezdvislé, ak maju
nasledujicu vlastnost: ak ay1X1+asXo+--+apXy =0, takay = ag = -+ = o = 0.
Proky x1,X2,...,X, € C™ sa nazyvaji linedrne zavislé, ak aspon jeden koeficient

je menulovy, t.j. Ja; # 0.

Veta. Prvky x1,Xs,...,Xx € C™ su linedrne zdvislé prdve vtedy, ked jeden prvok
je linedrnou kombindciou ostatnych prvkov.

SUSTAVY LINEARNYCH ROVNIC

Definicia matice. Tabulka redlnych (komplexnych cisel)

ai1 a12 e A1n
. . ao1 a99 “e aon
aij, i=1,....m, j=1,....n A = ) ) ) ) = (aij)1<i<m Sa
: : . : Siem
am1 Am2 e Amn,
nazyva matica typu mxn nad redlnymi (komplexnymi) ¢islami. Usporiadand n-tica
R; = (ai1, 42, - - -, ain) sa nazyva i-ty riadok matice, i = 1,2,... ,m. Usporiadand
alj
. a2; L . .
m-tica S; = . sa nazyva j-ty stlpec matice, j = 1,2,...,n. Ak m = n, tak
amj
A sa nazyjva Stvorcovd matica.
R™*™ — mnozina vSetkych matic typu m x n nad R.
C™*" — mnozina vsetkych matic typu m x n nad C.
Ry
. . R2
Formy zapisu matice: A = (ai;)1<i<m = (aij)n = . = (51 52 ... Sp).
1<j<n :
Ry,



RIESENIE SUSTAV LINEARNYCH ROVNiC

Sustava m rovnic s n neznamymi m,n € N, m > 1, n > 1:

a1171 + a12T2 + - - + a1 Ty = b1

(SA) 2171 + as2xs + -+ - + asp Ty = ba

Am1T1 + Am2Z2 + - - + Ty = bm

aij,bj € R(C), 1=1,2,....m,5=1,2,...,n.
Riesif stustavu linedrnych rovnic znamené najst vSetky usporiadané n-tice redlnych
(komplexnych) ¢isel, ktoré po dosadeni za premenné x1, zo, . .., T, vyhovuju rovni-
ciam.

Zapis sustavy

A sa nazyva matica stustavy, A’ sa nazyva rozsirend matica ststavy.

a1 a2 ... Qin a1 a2 ... aip | b
a1 a99 e a9, a1 a99 . Ao, bg
A — . . . . A/ = A|b — .
Aml Am2 .-  Qmn Ui Am2 -  Qmn | bm
Definicia. Nech A € C™*™. Veducim prvkom riadku R;, i € {1,...,m} je prvy
nenulovy prvok v riadku, t.j. ak a;; # 0, tak a;n = aip = -+ = a;;-1 = 0. Ak

R; = 0, tak nema vedici prvok.

Definicia stupnovitej matice. Matica A € C™*"™ sa nazyva stupriovitd, ak plati:
1. Ak R; =0, tak Ri+1 =0,: € {1,2,...,771— 1}

2. Ak prei € {1,...,m—1} je vedici prvok riadku R; v stlpci S;, tak bud R;11 =0
alebo md md vediici prvok v stipci Sy, k> j, j k€ {1,...,n}.

Definicia redukovanej stupnovitej matice. Nech A € C™*" je stuprniovitd
matica. A sa nazyva redukovand stupnovitd matica, ak plati:

1. Kazdy vedici prvok riadku je rovny 1.

2. Ak sa v nejakom stlpci nachddza vedici prvok riadku, tak vsetky ostatné proky v
danom stlpci si nulové.

Definicia (ERO). Elementdrnou riadkovou operdciou na matici A € C™*"™ sa
nazyva:

1. vzdjomnd vymena dvoch riadkov (R; «—— R;),

2. vyndsobenie riadku nenulovym cislom (R; — aR;, a € C'\ {0}),

3. pripocitanie ndsobku nejakého riadku k inému riadku (R; — R; +aR;, i # j).

Veta. KazZdd matica A € C™*" sa dd pomocou konecného poctu elementdarnych
riadkovych operdcii upravit na stupriovitu, resp. jednoznacne urceni redukovani
stupniovitt maticu.

Definicia. Ak B € C™*"™ je matica, ktord vznikne z matice A € C™*"™ pouZitim
konecnéeho poctu ERO, tak hovorime, Ze matice A, B su ekvivalentné, oznacujeme
A~ B.

Veta. Ak A’ € O™ je rozsirenou maticou sistavy (Sa) a B’ € C™*(n+1)
je ekvivalentnd s maticou A’, tak B’ je rozsirenou maticou sustavy (Sg), pricom
mnoziny riesent (Sa), (Sp) su totozné.
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Definicia (Hodnost matice). Mazimdlny pocet linedrne nezdvisljch riadkov ma-
tice A € C"™*™ sa nazgva hodnost matice, oznacujeme h(A).

Poznamka. Ak stupnovitd matica B je ekvivalentnd s maticou A, tak hodnost
matice A je pocet nenulovych riadkov matice B.

Frobéniova veta. Sustava linedrnych rovnic md riesenie prave vtedy, ked hodnost
matice sustavy sa rovnd hodnosti rozsirenej matice sustavy.

Veta (matice «— stistavy). Nech A € C™*™ je matica sustavy, A’ € C"*(+1)
je rozsirend matica sustavy linedrnych rovnic (S4). Potom plati:

1. Ak h(A) # h(A'), tak sustava nemd riesenie.

2. Ak h(A) = h(A') = n, tak sustava md prave jedno rieSenie.

3. Ak h(A) = h(A") = k < n, tak sustava md nekonecne vela rieseni, na uréenie
mnoziny riesent potrebujeme n — k parametrov.

Pozndmka. Ak b = 0, tak (S) sa nazyva homogénna sustava, ak b # 0, tak (5) sa
nazyva nehomogénna sustava.

Désledok. KazZda homogénna sustava linearnych rovnic md aspon jedno riesenie.



