FUNKCIE

Definicia. Nech A C R,B C R st dve mnoZiny a f pravidlo, ktoré Vx € A
priradi jeding prvok f(z) € B. Toto priradenie nazyvame funkciou z mnoziny A do
mnoziny B, oznacujeme f: A — B.

Pozndmka. Mnozinu A nazyvame definiény obor funkcie, oznac¢ujeme A = D(f),
mnozinu B nazyvame koobor funkcie.

Mnozinu H(f) = {f(x), x € A} nazyvame obor hodnot funkcie f.

Mnozinu G(f) = {(z,y) € R?>: y = f(x), x € A} nazyvame grafom funkcie f.

Definicia (ZazZenie funkcie). Nech C C A, f: A— R, g: C — R a nech Vzx €
C: f(z) = g(z). Funkciu f nazgvame rozSirenim funkcie g na mnozinu A, funkciu
g nazyvame ziZenim funkcie f na mnoZinu C, oznacujeme g = f|c.

Definicia (Algebraické operacie s funkciami). Nech f: A— R, g: C — R a

nech D = ANC # 0. Potom

f+9:D— R, VeeD:(f+g)(z)=f(z)+g(z).

f-9: D= R, VeeD: (f-g)(x)=f(z) g(z).

Ak E=ANn{z e C: g(x) #0} #0, tak i: E— R, VxekE: (£> (z) = M
g g 9(x)

Definicia (ZloZena funkcia). Nech f: A — R, g: B — R a nech f(A) C B.

Funkciu go f: A — R, Yz € A: (go f)(z) = g(f(x)), nazgvame zloZenou funkciou

z funkcii f a g. Funkcia f sa nazyva vnutornd zloZka, g vonkajsia zlozZka funkcie

golf.

Pozndmka. Skladanie dvoch funkcii nie je komutativna operacia (go f # f o g).

Definicia. Nech A, B si podmnozZiny R, f: A — B.

(a) Ak pre lubovolné€ x1,x9 € A: x1 # 290 = f(x1) # f(x2), tak funkcia f sa
nazyva injekcia.

(b) Ak H(f) = B, tak funkcia f sa nazgva surjekcia.

(c) Ak funkcia f je injekciou a surjekciou, tak sa nazyva bijekcia.

Definicia (Inverzna funkcia). Nech f: A — B je bijekcia. Funkciu f~1: B — A
definovani vztahom f~(y) = v <= f(x) =y, Vo € A, y € B, nazjvame
inverznou funkciou k funkcii f.

Vlastnosti inverznej funkcie
L.VzeA: (flof)(x)=f"1(f(z)) ==, flof:A— A f~lof=idy.
2. Vy € B: (fof_l) (y):f(f_l(x)) =, fof7':B— B fof !=idg.
3. G(f7Y) ={(y,z) € Bx A: (z,y) € G(f)} (symetria podla priamky y = z).

Definicia (Parna a neparna funkcia).

Nech f: A — R, nechVx € A plati —x € A. Ak

1. Vx € A: f(—x) = f(x), tak f nazgvame pdrnou funkciou.
2.Vx € A: f(—x) = —f(x), tak f nazyvame nepdarnou funkciou.

Definicia (Periodicka funkcia).

Hovorime, Ze funkcia f: A — R je periodickd s periodou p # 0, ak plati:
1.Vxe Az +pe A,

2.Vx e A: f(x +p) = f(x).

Majmensie kladné redlne c¢islo s danou vlastnostou sa nazyva zdkladnd perioda.
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Definicia (Monoténne funkcie). Nech f: A — R. Ak Vx1,z2 € A plati:
(a) 1 < x2 = f(21) < f(x2), tak f sa nazyva rastica funkcia,

(b) 11 <xo = f(z1) < f(x2), tak f sa nazgva neklesajica funkcia,

(c) 11 <xo = f(x1) > f(x2), tak f sa nazgva klesajica funkcia,

(d) x1 < x2 = f(x1)> f(x2), tak f sa nazyva nerastica funkcia.

Veta. KaZdd rydzo monotonna (rastica alebo klesajica) funkcia je injekcia.

Definicia (Ohranic¢ené funkcie). Nech f: A — R.

(a)Ak Ik € R: Vz € A: k < f(x), tak hovorime, Ze funkcia f je zdola ohranicend.
(b)Ak 3K € R: Vx € A: f(x) < K, tak hovorime, Ze funkcia f je zhora ohranicend.
(c) Ak funkcia f je zdola a zhora ohranicend, tak hovorime, Ze je ohranicend.

Definicia (Infimum funkcie). Nech f: A — R. Cislom € R sa nazjva infimum
funkcie f, oznacujeme m = ingf(x), ak plati:
re

1. Vz € A: m < f(x) (m je dolngm ohranicenim funkcie).
2. Yk >m Jxy € A: f(xr) < k (m je najvicsie doln€ ohranicenie).

Definicia (Supremum funkcie). Nech f: A — R. Cislo M € R sa nazjva

supremum funkcie f, oznacujeme M = sup f(x), ak plati:
z€A
1.Vz e A: f(x) < M (M je horné ohranicenie funkcie).

2. VK <M Jxg € A: K < f(zk) (M je najmensie horné ohranicenie).

Poznamka. Ak v definiciach nahradime funkciu f zGzenim funkcie na mnozinu C,
flc, tak hovorime, Ze f ma dant vlastnost na mnozine C.

CYKLOMETRICKE FUNKCIE

Z,Z), tak funkcia sin|<_%’%> je

1. Ak funkciu f(z) = sinz zGzime na interval (-5, 5
rastlca, t.j. sin |z =,: (=3, 5) — (—1,1) je bijekcia, existuje k nej inverzna funk-
cia arkussinus, arcsin = (sin|<_%7%>> , arcsin: (—=1,1) — (=%, 5): arcsiny =

T & sinz =y.

2. Ak funkciu f(z) = cosz zGzime na interval (0,), tak funkcia cos | r) je
klesajtca, t.j. cos | ) : (0,m) — (—1,1) je bijekcia, existuje k nej inverzna funkcia
arkuskosinus, arccos = (cos |<0’7r>)_1, arccos: (—1,1) — (0,7): arccosy =z <

cosST =Y.
™ T

3. Ak funkciu f(z) = tgz zGZime na interval (-3, 7), tak funkcia tg|_z =) je
rastlca, t.j. tgl(_z =): (—3,5) — R je bijekcia, existuje k nej inverznd funkcia
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arkustangens, arctg = (tg|(_%,%)> , arctg: R — (—3,5): arctgy = = &
tgxr =y.

4. Ak funkciu f(x) = cotgz zhzime na interval (0,7), tak funkcia cotg|o ) je
klesajtca, t.j. cotg|q ) : (0,7) — R je bijekcia, existuje k nej inverzna funkcia
arkuskotangens, arccotg = (cotg|(0,w))_1, arccotg: R — (0,7): arccotgy =2 <
cotgxr = y.



LIMITA FUNKCIE
R* = RU{—00,00} — rozsirena redlna os.

Definicia (Okolie bodu). Nech e >0, a € R.

Mnozina Oc(a) ={z € R: |z —a| < ¢} = (a — €,a + €) sa nazyva e-ové okolie bodu
a, O2(a) ={xr € R: 0< |z —a|] <€} =(a—¢€a)U(a,a+ €) sa nazyva prstencové
e-ové okolie bodu a.

MnoZina O.(—o0) = O2(—o0) = {z € R: 2 < —1} = (—00,—1) sa nazjva e-ové
okolie bodu —oo.

Mnozina O(00) = O2(c0) = {z € R: . > 1} = (1,00) sa nazyjva e-ové okolie bodu
0.

Definicia (Vnutorny bod). Nech ) # A C R. Bod a € A sa nazyva vnitorny
bod mnoziny A, ak existuje Oc(a) také, Ze O.(a) C A. MnoZina vsetkyjch vnitorngych
bodov mnozZiny A sa nazyva vnutro A , oznacenie IntA.

Definicia (Hromadny bod). Nech ) # A C R. Bod a € R* sa nazyva hromadny
bod mnoZiny A, ak pre kazdé O2(a) plati: O2(a) N A # 0.

Definicia (Limita funkcie). Nech f: A — R, a € R* je hromadny bod mnoZiny
A. Hovorime, Ze funkcia f md v bode a limitu b € R*, lim f(x) =b, ak
VO(b) 305(a): f(O5(a)NA) C O(b).

Pozndmka. Ak b € R, tak hovorime, Ze f ma v bode a vlastna limitu, ak b = +oo,
tak hovorime, ze f méa v bode a nevlastnu limitu.

Veta (Limita zGZenia funkcie). Nech f: A — R, B C A, nech a € R* je hro-
madny bod mnozin A, B. Ak existuje lim f(x) = b, tak ezistuje lim (f ‘ B) (z) = 0.

Definicia (Jednostranné limity). Nech f: A — R, nech a € R* je hromadny
bod mnozin AN (—oo,a), AN (a,c0).
1. Limita lim f(z) = lim <f { AN(—o0 a)) () sa nazgva limita funkcie f v bode a

zlava.
2. Limita lim+ f(x) = lim <f ‘ An(a OO)> (z) sa nazyva limita funkcie f v bode a

sprava.

Veta. Nech f: A — R, nech a € R* je hromadny bod AN(—o0,a), AN(a,0). Po-
tom plati: limita funkcie f v bode a existuje prdve vtedy, ked exristuji jednostranné
limity a rovnaji sa.

Veta (o vypocte vlastnych limit). Nech f,g: A — R, anech lim f(z) =b € R,

r—a

ilir}l g(x) = c € R. Potom plati:
(@) lim[f(@) + g(a)] = b+ c.
) Tim(f(z) - g(@)] = b-c.

(c) Ak c#0, tak lim fz) = l—)

z—a g(x) c

(@) lim |f(x)] = |b|.

Veta. Nech f: A — R, a € R* je hromadny bod mnoZiny A. Ak existuje vlastnd
limita funkcie f v bode a, tak existuje O,(a) také, Ze funkcia f je na mnoZine
ANO;(a) ohranicend.
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Veta. Nech f,g: A — R, nech lim f(z) =0 a nech existuje O, (a) také, Ze funkcia

r—a

g je na mnozine AN Or(a) ohrani¢end. Potom lim f(x)g(x) = 0.

Veta. Nech f,g: A — R, nechVz € A\ {a}: f(x) < g(z). Ak ezistuje lim f(x) a
existuje im g(x), tak plati: lim f(z) < lim g(z).

Désledok. Nech f,g,h: A — R, nech ¥z € A\ {a} : f(z) < h(z) < g(z). Ak
existuji limity funkcii f, g v bode a a lim f(x) = lim g(x) = b, tak existuje
lim h(x) = b.

Veta (o limite zloZenej funkcie). Nech f: A— R, g: B — R anech f(A) C B.
Ak ezistuje lim f(z) = b, Vo € A\ {a}: f(z) # b alebo g(b) = ¢, a existuje

iiir%)g(ac) = ¢, tak existuje limita zloZenej funkcie go f: A — R v bode a a plati
fim (g0 (@) = c.

Veta (o vypoéte nevlastnych limit). Nech f,g: A — R, k € R. Potom plati:
(a) ak  existuje lim f(x), tak lim (—f(z)) = — lim f(x).

(b) ak lim f(z) xz_)go aVr € /f??a}: k< g(ac),wtj:llc lim [f(z) + g(z)]
(¢) lm f(r) =00 aVre A\ {a}: 0 <k < g(x), tak lim|f(x) - g(x)

o0
Q.

(d) lim [[(@)| = o0 ave € A\ {a}: f(2) £0, tak hmaﬁ:o.
(d) ii_r)rzf(w):0 aVre A\{a}: f(z) >0, takigmzoo



