KOMPLEXNE CiSLA

ALGEBRAICKY TVAR KOMPLEXNEHO CISLA

Mnozina komplexnych éisel: C' = {a +ib, a,b € R},
z = a + b sa nazyva algebraicky tvar komplexného cisla z,
a = Re (2) sa nazyva reédlna ¢ast z, b = Im (z) sa nazyva imaginarna cast z,
Z = a — 1b sa nazyva komplexne zdruzené ¢islo k ¢islu z.

Operécie s komplexnymi &islami

Va,b,c,d,ac € R:  (a+1ib) + (c+id) = (a+¢)+i(b+d)
ala +1ib) = aa + iad
(a+1ib) - (¢ +id) = (ac — bd) + i(ad + be)
1 a . b

atib  a® b2 _Za2+b2’ ab # 0.
iV =1 )
it =
i2 = —1 — i"=i" n=4l+k neN,le NU{0}, kc{0,1,2,3}
i = —i
it =1

Vs

Vlastnosti komplexne zdruzenych ¢&isel
Vz,w € C plati:

1. () = 2, 2 Ttw=z4+w
3. Z-W=Z W 4. ak w # 0, tak<i>:é
w w
; z2+z z2—Z
Vz € C plati: a = Re(z) = 5 , b=Im(2) = 57
i

Absolitna hodnota komplexného éisla: |z| = |a + ib] = va? + b2.
Vlastnosti absoliitnej hodnoty

Vzowe C: 1. |z4+w| <|z|+ |w| (trojuholnikovad nerovnost)
2 z| = |2]
3. 2Z = |2|?
4 |zw| = |2]|w].

GONIOMETRICKY TVAR KOMPLEXNEHO CfsLa z € C'\ {0}

z =|z| (cosp + isinp), kde ¢ € (—m, ) sa nazyva argument komplexného ¢isla.



Moivreov vzorec
Nech z € C'\ {0}, z = |z|(cos ¢ + ising). Potom Vn € N plati:
2" = |z]"™(cos(ny) + isin(ny)).

RieSenie binomickej rovnice 2" =¢, ce C\{0}, ne N.
Ak ¢ = |c| (cos® + isin)), tak binomicka rovnica ma prave n rieseni:

2k 2k
2L = n |C| (COSM +/Lsinu)’ k:()’l’”.n_l'
n

PoLynOMY

Definicia. Nech ag,aq,...,a, € R(€ C). Zobrazenie, ktoré Vx € R(x € C) priradi
¢islo f(x) = apx™ + ap_12" "1 4+ -+ - + a1 + ag sa nazgva polyném nad R (nad C)
s koeficientami ag,aq,...,a,. Ak a, # 0, tak n € N U {0} sa nazgva stupen
polynomu f, oznacujeme stf =n. Ak ag=a1 = --- = a, = 0, tak [ sa nazyva
nulovy polynom a st f = —oo.

Operécie s polynémami
Nech f, g st polynémy nad R (nad C). Potom aj f +g, f-g, af st polynémy
nad R (nad C) a plati:

st (f + g) < max{st f,st g}
st(f-g)=stf+stg
st (af) =stf, Vae R\{0} (a€C\{0}).

Rovnost dvoch polynémov — rovnost koeficientov pri rovnakych mocninéch.
P(R) (P(C)) — mnozina vSetkych polynémov nad R (nad C).

Veta (Delenie polynému polynémom).
Vf,ge P(C) 3Jq,re P(C): f=q-g+r, str<stg.

Definicia. Nech f je polynom nad C. Cislo ¢ € C sa nazijva korer polynomu f,
ak f(c) =0.
Zakladna veta algebry. KazZdy polynom aspon prvého stupna mda koren v C'.

Veta. Nech f je polynom nad C a nech ¢ € C. Potom zvysok po deleni polynomu
f polynomom g, g(x) = x — ¢, sa rovna hodnote f(c).

Dékaz. Ak delime polyném f polynémom g, stg = 1, tak zvySok r mé stupen
mensi ako stupen polynému g, t.j. bud je str = 0 alebo str = —oco. Teda zvySok
je konstantou.

Plati: 3¢ € P(C) 3r € C:Vz € C: f(z) = q(x)(x —¢) + 7, (stq = st f —1).
Potom pre z = ¢ plati f(c) =0+ r.

Désledok. Ak c je koreriom polynomu f, tak polynom g, g(x) = x—c, deli polynom
f bez zvysku.
HORNEROVA SCHEMA

Schéma zjednodusuje delenie polynému linedrnym polynémom v tvare
g(x) =  — c. Princip schémy je vysvetleny na deleni polynému 3. stupna. Nech
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f(x) = asz® + azx?® + a1 + ag. Po vydeleni polynémom g(z) = z — ¢ dostaneme
f(z) = q(x)(z — ¢) + f(c), kde q(x) = byx? + byx + by.V nasledujicej tabulke 3.
riadok vznikne stictom 1. a 2. riadku.

f(x) as as ay ao
c cbs cby cbg
q(w) b2 = as bl = as + CbQ bo =a; + Cbl f(C) = ag + Cbo

Definicia. Polynom f nad R (nad C) stupria aspori 1 sa nazgva ireducibilng, ak
sa nedd zapisat ako sucin dvoch polynomov aspori 1. stupria.

Veta. Nech ag,a1,--- ,a, € R a nech ¢islo c = a+1b, a,b € R, je koren polynomu
f(x) = anz™ + ap_12" 1 4+ -+ ayx + ag. Potom aj komplezne zdruzené ¢islo ¢ je
korenom polynomu f.

Definicia. Nech c je koren polynomu f. Hovorime, Ze c je koren ndsobnosti k € N,
ak f(x) = (z — ¢)*g(x), pricom plati g(c) # 0.

Veta. Kazdyj polynom f(x) = anz™ + ap_12" L+ -+ ayx+ag, n € N, a, #0
sa da rozloZit na sucin mocnin ireducibilnych polyndmov nad R, nad C.

Rozklad nad C: f(z) = an(x — 1) (z — c2)*2 - (x — ¢n)F™, m € N,

kde ¢1,¢o, -+ , ¢ € C st korene polynému f, ki, ko, -+ ,k,, € N st nasobnosti
korenov, pricom plati k1 + ks + -+ k,, = n.

Rozklad nad R:

f(@)=an(x—c)* (x —co)*2 - (x — ) (2?2 + pre+ @) - (22 + psx + q4)le
r,s € N U{0}, kde ¢1,¢2,--+ ,¢. € R st korene polynému f, ki, ko, k. € N
st nisobnosti koretiov, p;,q; € R, p? —4q; < 0, i = 1,2,--- s, pricom plati
ki +ko+- 4k +2(01+1l+--+15) =n.

Veta (O racionalnych korenoch polynému). Nech ag,a1,--- ,a, € Z, a, # 0.

Nech P je raciondlne cislo v zakladnom tvare. Ak d je korennom polynomu

f(x) = anz™+an_12" "+ -+ a1z +ao, tak p je delitelom ¢isla ag a q je delitelom
ay, .



