DETERMINANTY STVORCOVYCH MATIC

Determinant:

Nech n € N a matica A € R™"*(C™*™). Determinant matice A (oznaujeme detA alebo

zapiSeme maticu medzi dve zvislé rovné ¢iary |A|) je definovany:

1. Akn=1,4 = (a;1), tak det A = a,;.

2. Akn > 1, oznacime A;; maticu, ktora vznikne z matice A odstranenim stipca A,j ariadku 4;,,
tak detA = (—1)'*1a,, detAd;; + (—1) *2a,, det A,y + -+ (—1)1*"ay, det Ay, (rozvoj
podl’a prvého riadku).

Priklad 1: Vypocitajte determinant matice A, ak:
a) A= (-4
detA = —4

o) 4=("2 %)

detd =|73 T = (DM EHED (D ED(-3) =4 - 6= -2

Pozn.:

Determinant matice A =€ R?*2(C?*?) teda vypo&itame ako su¢in prvkov na hlavnej
diagonale minus sucin prvkov na vedl'ajSej diagonale:
|a11 a2

= aq1109, — Aq42Q
a;q a22| 114422 124421

-4 -2 0
c) A=(-3 -1 1

5 4 2
—4 -2 0
detA=|-3 -1 1
5 4 2 ] .
i+ |71 1 2|73 1 _N\1+3p |73 —
e P T e e el P ey
=(-4)(-2—-4)+2(-6—-5)+0(—12+5)=24-22+0=2
Pozn.:

Na vypocet determinantu matice A =€ R3*3(C3*3) mozeme vyuzit' Sarusovo pravidlo:
Prvé dva stipce pripiseme za maticu ako $tvrty a piaty stipec a determinant je sticet vietkych
troch su¢inov na hlavnych diagonalach (zl'ava hore doprava dole) minus stcet sucinov
na troch vedlajSich diagonélach:

a1 Q12 Q13| Q11412
detA = |Gz1 Az Q3| Q21032
G431 dzp dz3z|d3z1032

= Q11032033 T A12023031 T A13021032
- (‘113‘122“31 + a11a,3a3; + a12a21a33)



Vypocitajme teraz determinant matice A pomocou Sarusovho pravidla

4 -2 0]—4-2
detd = |-3 -1 1|-3-1
5 4 205 4
= (=4).(=1).2 + (—=2).1.5 4 0.(=3). 4
—(0.(=1).5+ (—4). 1.4+ (—=2).(=3).2) =8 — 10+ 0 — 0 + 16 — 12
)
4 -2 0 0
(=3 -1 1 0
dA={ ¢ 4 2 ¢
36 58 4 3

Na vypocet nemusime nutne pouZzit' rozvoj podla prvého riadka. V tomto pripade je
vhodnejsie (a jednoduchsie) pouzit’ rozvoj podra stvrtého stipca:

-4 =2 0 0
-3 -1 1 0
detA = S 4 2 0
36 58 4 3
-3 -1 1 -4 -2 0
=0(-D™*|5 4 2[+0(-1)***|5 4 2
36 58 4 36 58 4
-4 -2 0 -4 -2 0
+0(=1)3*"*|-3 -1 1|+3(-D**"*|-3 -1 1
36 58 4 5 4 2
-4 -2 0
=04+0+0+3|-3 -1 1|= (znovu rozvoj podl'a posledného stipca)
5 4 2
_ 1+3|—3 —1 243 |—4 —2 343 |[—4 —2
il (UG V] Iy R TG Vol Py R (G D I
=3(0+(-D(-16+10) +2(4—6)) =3(6 —4) =6
Pozn.:

Stucet v exponente pri (—1) znadi: poradové cislo riadka + poradové ¢islo stipca.

Ak B(~A) vznikla z matice A pomocou ERO:

1. néasobenia niektorého riadka &islom «, tak det B = a det 4,
2. vzajomnou vymenou dvoch riadkov, tak det B = — det 4,
3. pri¢itanim nasobku niektorého riadka k inému riadku, tak det B = det A.

Priklad 2: Vypocitajte determinant matice A, ak:

5 2-2 3
4 2 11
A A=l 3 6.9 ¢

-4 -1 1-2
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1 2-3 2
310 1 2 -1
29(0 0 29-15

Iny postup:
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=0

13 12 11
23 22
0 O

24
0

=R3 _2R2

3¢

R .

13 12 11
24 23 22
48 46 44

=R3+R1

R3:

13 12 11
24 23 22
35 34 33

b) A=<

13 12 11
24 23 22
35 34 33

detA

)
)

0
0

3
2

230
123
01230

00123
00012

detA=101230|p

c) A

1 2 3 00
0—-1-6 0 O

12300
(=1]0

23000
(-Dfo1230]p

23000
12300

RZ - 2R1

1©9R;

1 2 30
0 01 2 3
0 001 2

py—
=

2

00123
00012

00123
00012



1 2 300 1 2 300
_ 0—-1-6 0 of _ J|o—1-6 0 0 _
Ry:=Ry+R,("D|0 04 3 Olp g, {0 0 1 2 3p ._p 4ap
S 00123 °> *lo o=43 0o * 3
0 00 1 2 00 0 1 2
1 2 30 0 1 2 30 0 1 2 30 0
0-1-6 0 o _ 0-1-6 0 0 _ 0—1-6 0 0
00 1 2 3lp pCDI0 0 1 2 3[p ._p 195Dl 0 1 2 3
0 0 0 11 12 00 0 1 2 00 0 1 2
00 0 1 2 0 0 0 11 12 00 0 0-10

Iny postup:
23000
115300l 2 300 3000
0 1 2 3 0| = (rozvoj podl'a prvého stipca) = 2 é % ; g -1 (1) % g g
00123 0012 loo 12
00012 )
= (prV}’I determinant: rozvoj podl'a prvého stlpca, druhy determinant: rozvoj podl'a prvého riadku)
2 30 3 00 2 30 2 30 3 00
=41 2 3(—-2f1 2 3|-3|1 2 3|=|1 2 3(—-2(1 2 3
0 1 2 0 1 2 0 1 2 0 1 2 0 1 2

= (prV}'I determinant: rozvoj podl'a prvého stipca, druhy determinant: rozvoj podl'a prvého riadku)
2 3 30 2 31 412 3113 Ol 44—y (f— ) = —a

211 2| 12| 6|1 2_4|12 12|‘ 44-3)-(6-0)=—-4-6

—10

Determinant regularnej matice je rézny od nuly.
Pre maticu A = (a;;) € R™™(C™™) ozna¢me @;; = (—1)"*/ det 4;;.

d;; sa nazyva algebraicky doplnok prvku a;; v matici A.

Nech 4 = (a;;) € R™™(C™™) jeregularnaanechadj A = (dij)T(matica adjungovana k matici
A), potom:

A7l = - dji A
detAa] |

Priklad 3: N4jdite inverzni maticu k matici A, ak:

a) A= (_32 zll)

detA=34—-1.(-2)=12+2=14

4 -1
1 . 1.4 —1 14 14

-1 — = — =
A7 = qera 244 14(2 3) 2 3



-3 2 5
b) A= <—1 -1 1)
4 2 2

_ 11-1
_ —3 2 5
4 2 2
1 2
2 =30+4=34
-2 6
6
2 |\
I_3 |
-1 -1
7
34
17 |
5
34

3 2 5 _ 1 -11
4 2 2 4 2 2
_ 11-1 _ 1 1-
._ 05 2|p ._ 0 5
R,:=R, + 3R R.:=R. — 4R
2 2 14 2 3 3 10_2
|1 1 _|2
1/ 2 2
L ~ 1 -3 5 -3
_detAad] |4 2| |4 | |
1 -1 2
|4 | _|4 |
273
17 17
—i(_f 9y _7>—' 3 13
34\, "4 S |117 1;
17 17
-3 1
c) A‘( 6 2)
detd=|"> ’|=-6+6=0

Matica A nema inverznu, pretoze nie je regularna.

Poznamka:

Nech A € R™™(C™ ™) je r6zna od nulovej matice. det A # 0 prave vtedy, ked h(A) = n. Ak

detA =0, tak 1 < h(A) < n a naopak.

Cramerovo pravidlo:

Ak A = (al-j) € R™™(C™M) je regularna a b € R™1(C™*1), tak ma ststava linearnych rovnic

di dp

AX = b prave jedno rieSenie X! = (d =,

%) kde d

=detA a d; pre j=12,..

,n je

determinant matice, ktora vznikne z matice A zamenou stipca A,jza b (pravu stranu).

Priklad 4: Rieste ststavu linearnych rovnic Cramerovym pravidlom:

—3x1 + 2x, +5x3 =0
_xl_X2+x3=1

4x, + 2x, + 2x3 = 4



-3 2 5
Determinant matice sustavy A = (—1 -1 1> sme vypocitali v priklade 3b), tj. mame:
4 2 2

d = detA = 34.

Vypocitajme ostatné determinanty (napr. Sarusovym pravidlom):

0 2 5
di=[1 -1 1|=(0+8+10)—(-20+0+4) =34
4 2 2
-3 0 5
dy=1-1 1 1/=(-6+0-20)—-(20—-12+0) = —-34
4 4 2
-3 2 0
d;=]-1 -1 1[=012+8+4+0)—(0—6—8) =234
4 2 4

RieSenim sustavy potom bude:

d, 34
X == =1
d 34
dz _34‘

Xy =—2=—"=_1
d 34

_ds_34_
3T T3

Domaca uloha

DU: Rieste sustavu linedrnych rovnic Cramerovym pravidlom:
_le + 2x2 = 0

—le + 3XZ = 5

Komentar: Uloha je za 1 prémiovy bod, ktory je uréeny pre vietkych riesitel'ov, ktori tlohu
celu spravne vyrieSia. RieSenia mozu zasielat’ vSetci Studenti predmetu MI1E (vyhradne
z univerzitného webmailu alebo stuba-gmailu) na adresu: michal.zakopcan@stuba.sk do piatku
16.10.2020, do 13:00, vo formate pdf, jpg, jpeg, alebo png. Piatok 16.10.2020 o 13:00 je teda
posledny mozny termin na zaslanie vasho rieSenia a ziskanie prémiového bodu, neskorsie poslané
rieSenia nebudd akceptované. Aby nedochadzalo k duplicitam, kazdy Student moze zaslat’ len
jedno svoje rieSenie. Nezabudnite na oznacenie Studenta (meno, priezvisko).
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