PRIEBEH FUNKCIE

Priklad 1: Vysetrite priebeh funkcie

x> +x—1

f(x):x2—2x+1

Riesenie:

Pri vySetrovani priebehu funkcie musime kompletne naplnit’ desatkrokovy postup:
1. Urcit definicny obor funkcie, ndjst nulové body a priesecnik grafu funkcie s 0s0U 0,
Predpis funkcie mézeme upravit’ na tvar:
x2+x—-1 x*+x-1
f(x):x2—2x+1: (x —1)2
Z toho okamzite vidno, ze D(f) = R\ {1} = (—o,1) U (1, 00).
Nulové body funkcie f st také, ze f(x)=0. Riesime teda rovnicux®+x—1=0. Tomu

vyhovu1e X, = —‘/— <0ax, = 1+‘F

= (x4,0), B = (xZ,O).
Prieseénik grafu funkcie s osou 0, je bod C = (0,£(0)), teda € = (0, —1).
2. Vysetrit parnost, neparnost funkcie, zistit, i je funkcia periodicka:

Z asymetrickosti definiéného oboru vyplyva, ze funkcia nie je parna, ani neparna a nie je ani
periodicka.
3. Vysetrit spojitost funkcie, asymptoty bez smernice:

Funkcia je spojité (ide o podiel spojitych funkcii). Funkcia ma asymptotu bez smernice (d’alej
ABS) x = ¢, ak plati:

> 0. Prislu$né priese¢niky grafu funkcie s osou 0, su body

lim f(x) = +oo alebo 11m f(x) = too.

x—>c+
V tomto pripade ABS je priamka x = 1, pretoze:
x2+x—1 Cox?+x—-1 1
hmf(x)—h — = lim—————=—=

X2 —2x+1 (x—12 ot

4. Vypocitat derivaciu funkcie a urcit intervaly monotonnosti:

To sme v tomto pripade uz urobili v priklade 6a) z cvi€enia 9:

F1) = o
(x—1)%
Intervaly monotonnosti funkcie: Funkcia je klesajuca na intervale (—o, 1/3) a na intervale (1, ).
Funkcia je rastuca na intervale (1/3,1).

5. Najst extrémy funkcie:

Znovu priklad 6a) z cvicenia 9:

Funkcia ma v bode § ostré lokalne minimum s hodnotou f G) = —%. Tomu zodpovedajuci bod
na grafe oznac¢me D, teda D = (1/3,-5/4).

6. Vypocitat druhu derivaciu funkcie a zistit, kde je funkcia konvexna, konkavna:
To sme v tomto pripade uz urobili v priklade 8a), resp. v priklade 11a) z cvi¢enia 9:

6x
(x — 1D)*

Funkcia f je konvexna na (0, 1) a na (1, «), funkcia f je konkavna na (—o, 0).
7. Najst extrémy funkcie:
Priklad 11a) z cvi¢enia 9:

f'x) =



Inflexny bod funkcie f sa nachédza v 0. Tomu zodpovedajuci bod na grafe je bod C.
8. Vypocitat limity funkcie v oo, v —oo a urcit asymptoty so smernicou funkcie:

1 1 1 1
lim f(x) = lim ———— = lim =lim—=F=-=1
X—00 x—>00x2—2x+1 x—woxz(l_z_'_i) x_)°°1_2+l 1
X x? X x2
1 1 1 1
| Coxex-1 o 2(l+y-g) 4o o1
lim f(x) = lim ————= lim = lim —————=-=1
X—>—00 X—>—00 x2 —2x+1 x—>—°°x2 (1 _ g + L) X——00 1-— Z + i 1
X x2 X x2

Asymptota so smernicou (d’alej ASS) je priamka y = kx + q. ASS pocitame v oo 8] V —oo.
V pripade, Ze lim f(x) = q € R je ASS v « priamka y = q (podobne, ak lim f(x) =q € R je
X—co X—>—00

ASS v —oo priamka y = q). Ak )}irg) f(x) = oo, tak k, q ziskame z nasledujdcich limit:
f(x)

k = lim —,
X—00 X

q = lim f(x) — kx.
X—00
Ak je niektora z tychto limit nevlastna, funkcia nema ASS v .
Podobne, ak xlirp f(x) = oo, tak k, g ziskame z nasledujdcich limit:

k = lim @,
X—>—00 X
q= xlir_noo f(x) — kx.
Ak je niektora z tychto limit nevlastna, funkcia neméa ASS v —co.
V tomto pripade ma funkcia f ASS v « aj v —oo rovnaku a to priamku y = 1.
9. Urcit H(f):
Urcit H(f) je mozné aj na zaver z grafu funkcie. V tomto pripade body 3., 4., 5. a 8. indikuju,
7e f ma v bode  globalne minimum a ze H(f) = (—% oo).

10. Nacrtnut graf funkcie f:
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Priklad 2: Vysetrite priebeh funkcie

f&) =

Inx
Vx
Riesenie:

1. D(f) = (0,). Nulové body: x = 1. Priese¢nik grafu funkcie s osou O, je teda bod A =
(1,0). Graf funkcie nema priese¢nik s 0sou 0,,, pretoze funkcia je definovana pre x > 0.

2. Defini¢ny obor nie je simerny podl'a pociatku, z ¢oho vyplyva, ze funkcia nie je parna, ani
neparna a nie je ani periodicka.

3. Funkcia je spojité (ide o podiel spojitych funkcii). ABS funkcie f je priamka x = 0, pretoze
plati:

] o Inx  —oo
i 0 =l = 7 = =
4. Z prikladu 6b) z cvi€enia 9 mame:
2—Inx

fl(x) = ox32
Intervaly monotonnosti funkcie: Funkcia je rastdca na intervale (0, e?).
Funkcia je klesajlca na intervale (e?, ).

5. Znovu z prikladu 6a) z cvi¢enia 9:
Funkcia ma v bode e? ostré lokalne maximum s hodnotou f(e?) = % Tomu zodpovedajlci
bod na grafe je teda B = (e?,2/e).
6. Z prikladu 8b), resp. z prikladu 11b) z cvi¢enia 9 mame:
3lnx—8

1160 = =7

Funkcia f je konvexnd na (e®/3, ) a konkavna na (0, e%/3).
7. Zprikladu 11b) z cvi¢enia 9:
Inflexny bod funkcie sa nachadza v e®3. Tomu zodpovedajlci bod na grafe je bod ¢ =

(88/3’8/ (3 88/3))_
mxI/H .

8. lim f(x) = lim — lim

X—00 X—>00 VX = x—>oo

£ o 2
2= imE=0
Cize ASS v  je priamka y = 0.
9. Body 3., 4., 5.a8. indikuju, Ze f ma v bode e? globalne maximum a Zze H(f) = (—oo,3>.

e
10. Graf funkcie:
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Priklad 3: Vysetrite priebeh funkcie
f(x) = xarctgx

Riesenie:

1. D(f) = R.Nuloveé body: x = 0. Priese¢nik grafu funkcie s 0sou 0, (a suCasne s 0sou 0,) je

bod 4 = (0,0).
2. Defini¢ny obor je simerny podla pociatku. Vysetrime, ¢i je funkcia parna alebo neparna.
f(=x) = —xarctg(—x) = (— x)( arctgx) = xarctgx = f(x)

Funkcia je parna. Nie je neparna, pretoze: f(—1) = = = f(1).
Funkcia nie je periodicka, pretoze ma jediny nulovy bod.

3. Funkcia je spojita (ide o sucin spojitych funkcii). ABS funkcia f nema.

4. Vypocitajme derivaciu funkcie f:

X
f'(x) = arctgx + —— T2
Zrejme f'(0) = 0. AK x < 0, tak arctgx < 0ateda f'(x) < 0. Ak x > 0, tak arctg x > 0 a teda
f'(x) > 0.
Intervaly monotonnosti funkcie: Funkcia je rasttca na intervale (0, ).
Funkcia je klesajuca na intervale (—o, 0).

5. Funkcia ma teda vbode 0 ostré lokdlne minimum shodnotou f(0)=0. Tomu
zodpovedajuci bod na grafe je bod A.

6. Vypocitajme druht derivéciu funkcie f:

1 +1+x2—2x2_1+x2+1—x2_ 2
1+ x? 1+x2)2  (1+x2)2 (1+x2)?

) =

Zrejme f"'(x) > 0 pre kazdé x € R, preto je funkcia f konvexna na celom D(f).
7. Zo 6.bodu vyplyva, ze funkcia nema inflexny bod.

8. lim f(x) = 11m xarctgx = o
X—00
lim f(x) = hm xarctgx = oo
X—>—00

Vysetrime najprv ASS v oo:

x T
k = lim —— = lim arctgx = —,
x—ow X X—00 2
s
T T T arctgx — E
q= hm f(x) —=x= llm xarctgx — —x = lim x(arctgx ——) ="00.0" = lim ———
2 2 xX—00 2 x—00 1
x
1 2
nan 2 —x
— — LHp, 1+x° 1+x° _ — lim _
= x>0 -1 x—0 1 + x2
2
Teda ASS v oo je priamka y = Zx — 1.
Vysetrime teraz ASS v —oo:
x T
k = lim ]2 = lim arctgx = ——,
x—>—00 X X——00 2
s s
q= hm f(x) + 2x = llm xarctgx + Sx= 11m x(arctgx + 2) " — 00.0"
1
arctgx+ "o" ! - —x2
= lim ———2 = —LH i 1HE -
X——00 1 0 = xo— __1 x——o0 1 + x2
X x%

Teda ASS v —o je priamka y = —Zx — 1.



9. Body 3., 4., 5. a8. indikuju, ze f ma v bode 0 globalne minimum a ze H(f) = (0, ).
10. Graf funkcie:

DalSia literatdra k cviteniu, z ktorej moZete Eerpat’, sa nachadza na stranke predmetu:
http://matika.elf.stuba.sk/KMAT/Matematikal/ParalelkaC

Ide o subor:

1. Riesene_priklady9-10.pdf
http://matika.elf.stuba.sk/ KMAT/Matematikal/ParalelkaC?action=AttachFile&do=get&target=
Riesene priklady9-10.pdf

Konkrétne si prejdite: 13.-16.priklad.

Domace ulohy

. A
DU 1: Ur¢te defini¢ny obor a najdite vSetky asymptoty funkcie f(x) = (x + 3)ex+1.

t_
Pomdcka: Pri vypodte niektorych limit je mozné vyuzit, Ze lim — 1o
Y ] t-0 t
-

Komentar: Uloha je za 1 prémiovy bod, ktory ziskaj prvi pétnasti riesitelia, ktori tlohu celu
spravne vyrieSia. RieSenia zasielajte vyhradne z vasho univerzitného webmailu alebo stuba-
gmailu na adresu: michal.zakopcan@stuba.sk do piatku 11.12.2020, do 13:00, vo formate pdf,
jpg, jpeg alebo png. V pripade, ze prvych patnast’ spravnych rieseni bude odovzdanych skor, nez
v piatok 11.12.2020 o 13:00, mailom budete upozorneni, aby ste ziadne d’alSie rieSenia neposielali
a terminom ukonéenia zasielania rieSeni sa stane termin odovzdania v poradi patnasteho spravneho
rieSenia. Aby nedochadzalo k duplicitdm, kazdy Student moZe zaslat’ len jedno svoje rieSenie.
Nezabudnite na oznacenie Studenta (meno, priezvisko - uved’te CitatePne na kaZdej strane
rieSenia spolu s vasim podpisom) a poradové ¢islo tlohy.



http://matika.elf.stuba.sk/KMAT/Matematika1/ParalelkaC
http://matika.elf.stuba.sk/KMAT/Matematika1/ParalelkaC?action=AttachFile&do=get&target=Riesene_priklady9-10.pdf
http://matika.elf.stuba.sk/KMAT/Matematika1/ParalelkaC?action=AttachFile&do=get&target=Riesene_priklady9-10.pdf
mailto:michal.zakopcan@stuba.sk

X

DU 2: Uréte definiény obor a najdite vietky asymptoty funkcie f(x) =

[x2-1]

Komentéar: Uloha je za 1 prémiovy bod, ktory ziskaju prvi pétnasti riesitelia, ktori ulohu celt
spravne vyrieSia. RieSenia zasielajte vyhradne z vasho univerzitného webmailu alebo stuba-
gmailu na adresu: michal.zakopcan@stuba.sk do piatku 11.12.2020, do 13:00, vo formate pdf,
jpg, jpeg alebo png. V pripade, Ze prvych pétnast’ spravnych rieseni bude odovzdanych skor, nez
v piatok 11.12.2020 o0 13:00, mailom budete upozorneni, aby ste Ziadne d’alSie rieSenia neposielali
a terminom ukoncenia zasielania rieSeni sa stane termin odovzdania v poradi patnasteho spravneho
rieSenia. Aby nedochadzalo k duplicitam, kazdy Student méze zaslat’ len jedno svoje rieSenie.
Nezabudnite na oznacenie Studenta (meno, priezvisko - uved’te ¢itatePne na kaZdej strane
rieSenia spolu s vas§im podpisom) a poradové ¢islo tlohy.
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