POSTUPNOSTI, NEKONECNE RADY

Priklad 1: Urcte nasledujuci ¢len postupnosti {a, }r-1, ak a; = 0,9; a, = 0,99; a3 = 0,999. N4jdite
vSeobecny predpis postupnosti a,, tj. vyjadrite a,, explicitne.

Riesenie:
Ked'ze:

a, = 0,9

a, = 0,99

as = 0,999

zrejme a, = 0,9999. Explicitne n-ty ¢len postupnosti:
1 n
an, = 1- (E) .

Priklad 2: Napiste prvych pat’ ¢lenov postupnosti {a, }i-,, kde a, = (—1)"*! + cos(nmn).
Riesenie:
Ked'ze cos(nm) = (—1)" pre n € N, tak predpis a,, mozno upravit’ nasledujicim spdsobom:
a, = (D" + cos(nn) = ()" + (- = (-1D*(-1+1) =0.
Z toho vyplyva, Ze vSetky prvky tejto postupnosti stt nulové a teda:

a, =a, =az =a4 =as =0.

Priklad 3: Upravte predpis postupnosti {a, }5,, kde @, = =% — 2 = ——(y7_ k) - =.
Vypocitajte hodnotu a,, pre n = 498.

Riesenie:

Sucet prvych n ¢lenov aritmetickej postupnosti {k}p—q, tj. Yok =1+ 2+ 3 + .-+ n je rovny:

n

nn+1)
k=14243++n=—"—
k=1
Z toho vyplyva, Ze:
_n(n+1) n_n(n+1 1>_n<n+1—n—2)_ -n
mEom+2) 2 2\n+2 2\ nt2 “2n+2)
Preto:
—498 —498
= —0,498.

%49 = 3298 + 2) _ 1000

Priklad 4: Nech q € R je také, ze q # 1. Ukazte, ze postupnost’ {s,}s=, suctov prvych n ¢lenov
geometrickej postupnosti {g*~1}5_, ma predpis s,, = % Aku postupnost’ {s, }s-, suctov prvych
n Clenov geometrickej postupnosti dostaneme pre g = 1?



Riesenie:

Pre g # 1 ma postupnost’ si¢tov geometrickej postupnosti {g*~1}7-, nasledujuce ¢leny:
s1 =1,
s;=1+gq,
ss=1+q+q3%

sp=1+q+q*+-+q"7,

Delenim polynomov ¢™ —1aq — 1 pren € N, n > 1 napr. Hornerovou schémou dostaneme:

1 0 0 -1
1 1 1 1
1 1 1 | 0

tj.:
1-q" q"—1
1—gq - q—1

Skuto¢ne teda pre g # 1 mame:

_1-4"
Sn 1_q
Pre ¢ = 1 bude:
51:1,
s, =1+1=2,

s3=1+1+1=3,

Sp=14+1+1+4+--4+1=n,

n—krat

Teda pre ¢ = 1 bude postupnostou stétov prvych n ¢lenov geometrickej postupnosti aritmeticka
postupnost’, tj. {n}r_;.

Priklad 5: Ukazte z definicie, ze limita postupnosti z prikladu 1 je rovna 1, tj. ze plati:
1 n
lim 1 - (—) =1
n—oo 10
Riesenie:

Postupnost’ {a,}n=, je konvergentnd a lim a,, = a € R prave vtedy, ked’ pre kazdé realne Cislo
n—-oo

€ > 0 existuje prirodzené ¢islo n, také, ze pre kazdé prirodzené ¢islo n > n, plati: |a, — a| < e.

Nech & > 0 je I'ubovol'né realne ¢islo a ny, = [—loge] (tj. horna cela cast’ z —loge). Potom
pre kazdé prirodzené ¢islo n > n, plati:

1
n>ny =[—loge]l = —loge = logg.
Po Uprave:

11
10" > 10'°8 = .



Odtial’:

n

~[- o =68 =[G ) =t

Kedze € > 0 bolo l'ubovol'né, tvrdenie je dokazané.

>W=|ﬁ

Priklad 6: Vypocitajte limitu postupnosti {a,}n-+, ak:

-n

a) an = 2n+4
Riesenie:
. —-n ) —-n ) -1 -1 -1 1
lim = lim = lim 7= - _Z
noo2n + 4 ’H‘X’n(2+—) "T24 - lim2+ o T240 2
n n n—-oo
8—4m
b) - an = i
Riesenie:
8 _ 4_7’1 1 4_(2 _ 41’1—1) 1 2 l 471—1 2 l 1 n—1 1 2 n—1
non 771 T e 4(1471) | now 1471 nom 1471 Cnbe (E) Tl <§)
=0-0=0
c) a,=vVn?+3n-—
Riesenie:
_ . (Vn2+3n-n)(Vn?+3n+n)  (n®+3n) —n?
lim vn? +3n—n = lim = lim
no no Vit antn o 3
n (1 + —) +n
I 3n 3
= ]lim —
n—=eo f / v 1+0+1 "2
< 14— +1> lim 1+ +1
n—-oo
n+1\2 sin(znnﬂ)
d) a,= 5( . ) o)
Riesenie:
. T . s
n+125m(W) n+ 1\2 Sm(w)
lim 5 (=) —2 2 =5 lim (=) )| lim —2
n=ee n sin (7) noe A n n=% ¢in (7)
) T
(. nay( sin(5E)
=5|1lim|(1+- lim —
) N
) s
sin (2”“) 1 5 5

=50+ ’%stin (2,7;1) cos (2,7;1) } 511i_r)£102 cos (21111) ~2cos0 2




e) a,= (1 + i)l_gn

Riesenie:
Pri vypocte vyuzijeme znalost’ limity:
1 n
lim (1 + —) =e.
n—oo n
Pocitajme:
1-3n

lim (1 + —) = lim (1 + —) = lim (1 + —)
n—oo in n—oo in n-co in

1-3n

14\
=<lim (1+—) > = ¢ 3/4
n—oo 4n
Priklad 7: N4jdite sucet radu

(00}
Y e e

n=1
Riesenie:

Oznaéme a, = e " — e ™1, kde n € N. Nekone¢ny rad ¥, a,, je konvergentny, ak ma
kone¢ny sucet, tzn. ak postupnost’ ¢iastoénych suctov radu {s,,}-; je konvergentna. Najdime n-
ty ¢iasto¢ny sucet radu:

s;=a; =e 1—-¢f
s,=a;ta,=el—e+e2—el=e¢2-¢
ss=a;ta,taz=e l—eV+e2—elteB3—e2=¢3-0¢0

Sp=a;+ay+-ta,=e l—eV4+e 22—l ifet—eMl=pn_g0

Teda s, = e™™ — e°, ¢o vieme ukazat’ matematickou indukciou.
Plati:
lims, =lime™—e=0-1=-1

n—->oo n—-oo

Sucet radu je teda rovny —1.

Priklad 8: Najdite stéet geometrického radu Y5, ag™™ 1, ak a € R a kvocient g € R je taky, ze
lq] < 1.

Riesenie:

Ozna¢me a, = aq" !, kde n € N. Najdime n-ty ¢iasto¢ny stcet radu, pomdzeme si zavermi
z prikladu 4:
s,=a;=aq’=a
Ss,=a;+a,=a+aq=a(l+q)
ss=a;ta,+az;=a+aq+aqg’?=a(l+q+q?

sp=a;+a,+-+a,=a+aqg+aqg*+--+aq" ' =a(l+q+q¢*+--+q")

Tedas, =a (%) a plati:



— i T
n—-oo n—-oo 1—q m m q 1—qn—>oo 1—q 1—q

] ] 1—-q" a a a a a
lims, = lim a Rl L =1—q_ limg"=——-0=
Stcet geometrického radu Y%, ag™* s kvocientom |g| < 1 je rovny ﬁ

4_11+1

Priklad 9: Najdite sucet radu Y5 -

Riesenie:
Rad je geometricky s kvocientom g € R takym, Ze |q| < 1. UkaZeme:

oo

4+l Chg2gnml Ch 16400t 216<4)"‘1

Z sn  Z,5n15 L, 5501 /L, 5\5
n=1 n=1 n=1 n=1
Teda méme geometricky rad s a = 15—6 aq= % Podl'a prikladu 8 potom plati:
® ® 16 16
4n+1_ 16 471-1_ ? B ? 16
25 256 Treac

Sucet tohto radu je teda rovny 16.

-, . Ly e Lo . 3(_1)n+3
Priklad 10: Néjdite scet radu Xn_; ==

Riesenie:
Rad je geometricky s kvocientom g € R takym, Ze |q| < 1. UkaZeme:
S 3D CBEDAEDT L Y
Z 61 2 6n-1 - Z 3 <_€>
n=1 n=1 n=1
Mame teda geometrickyradsa =3 aq = —%. Podl'a prikladu 8 potom plati:
o o 18
3(_1)n+3 B 3 1 n—1 _ 3 _ F ~ 18
ZW‘E (_E) T 177 7
n=1 n=1 1+ 5 G
Stcet tohto radu je teda rovny g.
7+2™

Priklad 11: Najdite sucet radu Y31 St

Riesenie:

Na najdenie suctu tohto radu vyuzijeme tvrdenie:
Nech ¥, a, a Y5, b, sU konvergentne rady, potom aj rad Y>_,(a, + b,) je konvergentny

a plati:

Z(an +b,) = Z an+zbn.
n=1 n=1 n=1
Mame:
T2 T e 2" e 7 21 o 7 VT e 2 2\t
Z 3n+l Z gnt T Z 3n+L Z 323n-1 1 Z 323n-1 Z§<§) + Z §(§>
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1 n=1 n=1

7 (1\*1. c 7 1 L
Rad n=1g (5) je geometrickyrad s a = 5 8¢ =3amasicet:



w 7 7
ZZ(E)H:LZEZZ
9\3 -1 26
n=1 3 3
n-1
Rad 2;‘;’:12@ je geometricky rad s a = %a q == amé sidet:
o 2 2
-1 = =
zE(E)" __9 _g5_2
9\3 -2 173
n=1 3 3
Celkovo teda dostavame:
742" 7(1>"‘1+§:2<2)n‘1_7+2_11
3ntl T £,9\3 9\3 6 3 6
n=1 n=1 n=1

Priklad 12: Najdite sucet radu

i n+3
2n—1
n=1
RieSenie:
Rad ¥, 27%31 nie je konvergentny, pretoZe nespiiia nutnii podmienku konvergencie:
Ak nekoneény rad Yo, a,, je konvergentny, tak 111_1){)10 a, = 0.

Vypocitajme:

lim a, = lim = lim ——% =

3 3
n+3 n@+—) | I+- 140
n—oo n-o2n—1 n—oo n (2 _ _) n—oo 9 _ l

n

Pretoze lim a, # 0, rad X7, - je divergentny.
n—oo -

2n

Poznamka:

Opacna implikacia k nutnej podmienke konvergencie vo vSeobecnosti neplati, tzn.: ak lim a, =

n—oo

0, to eSte neznamena, ze rad Yo, a, je konvergentny.

DalSia literattra k cviteniu, z ktorej moZete Eerpat, sa nachadza na stranke predmetu:
http://matika.elf.stuba.sk/KMAT/Matematikal/ParalelkaC

Ide o subor:
1. Riesene_priklady11-12.pdf

http://matika.elf.stuba.sk/IKMAT/Matematikal/ParalelkaC?action=AttachFile&do=get&target=Ries
ene priklady11-12.pdf

Konkrétne si prejdite: 1.-8.priklad.


http://matika.elf.stuba.sk/KMAT/Matematika1/ParalelkaC
http://matika.elf.stuba.sk/KMAT/Matematika1/ParalelkaC?action=AttachFile&do=get&target=Riesene_priklady11-12.pdf
http://matika.elf.stuba.sk/KMAT/Matematika1/ParalelkaC?action=AttachFile&do=get&target=Riesene_priklady11-12.pdf

Domaca uloha

DU: Vyjadrite explicitne n-ty ¢len postupnosti {a, }>_, takej, ze a,, = a,_; + ﬁ kde a; = %

Urcte hodnotu a,, pre n = 999. Vypocitajte lim a,,.
n—>oo

Komentar: Uloha je za 1 prémiovy bod, ktory ziskaju prvi patnasti riesitelia, ktori alohu cela
spravne vyrieSia. RieSenia zasielajte vyhradne z vasho univerzitného webmailu alebo stuba-
gmailu na adresu: michal.zakopcan@stuba.sk do piatku 27.11.2020, do 13:00, vo formate pdf,
jpg, jpeg alebo png. V pripade, Ze prvych pétnast’ spravnych rieseni bude odovzdanych skor, nez
v piatok 27.11.2020 o0 13:00, mailom budete upozorneni, aby ste Ziadne d’alSie rieSenia neposielali
a terminom ukoncenia zasielania rieSeni sa stane termin odovzdania v poradi patnasteho spravneho
rieSenia. Aby nedochéadzalo k duplicitam, kazdy Student moze zaslat’ len jedno svoje rieSenie.
Nezabudnite na oznacenie Studenta (meno, priezvisko - uved’te CitatePne na kaZdej strane
rieSenia spolu s vasim podpisom).
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