MONOTONNOST, PARNOST/NEPARNOST, OHRANICENOST,
PERIODICKOST A LIMITA FUNKCIE

Monotonnost’ funkeii:
Nech f: A — R je funkcia realnej premennej. Funkciu f nazyvame:
e rastuca, ak pre kazdé xq, x, € A plati: x; < x, = f(x1) < f(xp);
o klesajuca, ak pre kazdé x,,x, € A plati: x; < x; = f(x1) > f(x3);
e neklesajuca, ak pre kazdé x;, x, € A plati: x; < x, = f(x1) < f(xy);
e nerastiica, ak pre kazdé x;,x, € A plati: x; < x, = f(x1) = f(x5).

Priklad 1: N3jdite defini¢ny obor a vySetrite monotonnost’ funkcie f na jej definiénom obore, ak:

a) f(x)=3x—-1

Funkcia je definovana na celom R, tj. D(f) = R. UkaZzeme, Ze je na R rastica. Nech x4, x, €
D(f) sa 'ubovol'né také, ze x; < x,, potom:
3x; < 3x,,
flx1) =3x; — 1< 3x; — 1= f(x3).

b) f(x)=1-3x

Funkcia je definovana na celom R, tj. D(f) = R. Ukazeme, ze je na R klesajiica. Nech
X1, X3 € D(f) st 'ubovolné také, ze x; < x,, potom:
3x; < 3x,,
—3x, > —3x,,
f(x1) =1-=3x; >1-3x; = f(x3).

c) f(x) =sgnx

Funkcia je definovana na celom R, tj. D(f) = R. Ukazeme, Ze je na R neklesajuca. Nech
X1, X3 € D(f) st 'ubovolné také, ze x; < x,, potom:
fOq) = -1 =f(xy),akx, <0;
fx) =-1<0=f(xp),akx, = 0;
f(x) <1=f(xp),akx, > 0.

d) f(x) =7

Funkcia je definovana na celom R, tj. D(f) = R. Je konStantna a teda nerastuca, ale aj
neklesajiica na R. Jej monotonnost’ vyplyva z toho, ze pre 'ubovol'né x4, x, € D(f) také, ze x; <

X, plati f(x1) = =7 = f(x3).
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Q) f(x) =2

Pretoze nie je mozné delit’ nulou, tak, aby f(x) mal zmysel, do D(f) budu patrit’ vSetky x €
R, pre ktoré je vyraz v menovateli rozny od nuly. Také x je jediné: x = é’ apreto bude D(f) =

R\ {é} = (—00, %) U G, 00). Ukazeme, ze funkcia je klesajuca na (—00, %) aj na G, 00), ale nie
na svojom definicnom obore.
Predpokladajme najprv, ze x1, x, € D(f) st 'ubovolné také, ze x; < x, < é, potom:
31 < 3x, <1,
3% —1< 3x,—1<0,
1
3x,—1 < 3x,—1

<0,

= f(x1).

f<x2):3x2—1<3x1—1

- PR |
Nech teraz x;, x, € D(f) st l'ubovolné také, ze 3 < X1 < Xz, potom:

1 < 3x; < 3xy,
0<3x;—1< 3x,—1,
1
0< < )
3x,—1 3x;—1

S
fx) =57 <34

] = f(x1).

Tym sme ukézali prvu Cast tvrdenia.
Dalej nech x;,x, € D(f) st také, ze x; < % < x,, potom:
3x; <1< 3xy,
3x1 —1<0< 3%, — 1,

>0> ,
3x,—1 3x, —1

2
f(xz)=3x2_1>0>3x1_1=f(x1)-

Tym sme ukazali druhu ¢ast’ tvrdenia a moézeme prehlésit’, Zze f nie je monotdénna na svojom

defini¢nom obore.

 f@)=m(2)

Aby f(x) mal zmysel, musi si¢asne platit’:
1—x
>0ax+1+0.

x+1
To je splnené, ak 1 — x > 0 asucasne x +1 > 0 alebo 1 — x < 0 asucasne x + 1 < 0. Ked’ze

druht ¢ast’ podmienky nemozno splnit’ pre Ziadne x, tak D(f) = (—1,1). UkaZeme, Ze funkcia je
na svojom definicnom obore klesajlica. Za tym ucelom upravme najprv predpis funkcie:

) =1 (1—x>_1 ( x—l)_l ( x+1—2>_l ( 14 2 )
fx_nx+1_rl x+1) - " x+1 /)" x+1/
Nech x;,x, € D(f) st l'ubovolné také, ze x; < x,, potom:

O<x;+1< x, +1,
2

< )
x,+1 x;+1

0<



1+

<-1+ :
x, +1 x+1

Pretoze funkcia In x je rastiica, tak mame:

f(xz) =In (—1 +x2i— 1) <In (—1 +x12_ 1) = f(x1).

Priklad 2: Ukazte, ze rastuca alebo klesajtica funkcia je injekcia.

Nech f: A = R je rastica funkcia, tj. pre kazdé x;,x, € A plati: x; < x5, = f(x;) < f(x3).
Vezmime x4, x, € A také, ze x; # x,. Potom bud’ x; < x, alebo x, < x;. AK x; < x5, Z toho, ze
funkcia f je rastaca, vyplyva f(x;) < f(x;). Ak x, < x4, Z toho, Ze funkcia f je rastica, vyplyva
f(x;) < f(x1). V oboch pripadoch plati f(x;) # f(x,). Teda funkcia f je injektivna.

Nech f: A — R je klesajuca funkcia, tj. pre kazdé x;, x, € A plati: x; < x5, = f(xq) > f(x).
Vezmime x4, x, € A také, ze x; # x,. Potom bud’ x; < x, alebo x, < x;. AK x; < x5, Z toho, ze
funkcia f je klesajtica, vyplyva f(x;) > f(x;). AK x, < x4, Z toho, ze funkcia f je klesajuca,
vyplyva f(x,) > f(x1). V oboch pripadoch plati f(x;) # f(x,). Teda funkcia f je injektivna.

Parnost’, neparnost’ funkcii:
Nech f: A — R je funkcia realnej premennej. Funkciu f nazyvame:
e parna, ak pre kazdé x € A plati: —x € A astcasne f(—x) = f(x);
e neparna, ak pre kazdé x € A plati: —x € A a sucasne f(—x) = —f(x).

Priklad 3: Najdite defini¢ny obor a urcte, ¢i je funkcia f parna, neparna, ak:

a) f(x)=x*+1

Predpis funkcie x* + 1 je definovany pre vietky realne x, preto D(f) = R. Kedze D(f) =
R, tak je sumerny podla pociatku, tzn. ak x € R, tak aj —x € R. Funkcia je parna, pretoze
pre l'ubovolné x € R plati:
f(=x)=(0)*+1=x*+1=f(x).
Nie je neparna, pretoze existuje dvojica realnych Cisel x, —x € R taka, ze f(—x) # —f(x).
Napr. f(-D) =(-D*+1=1+1=2+#-2=—-(1*+1) = —f(1).

b) f(x) =x°

Predpis funkcie x3 je definovany pre vietky redlne x, preto D(f) = R. Ked'ze D(f) = R, tak
je sumerny podl'a pociatku. Funkcia je neparna, pretoze pre 'ubovol'né x € R plati:
f=x) = (=x)° = —x% = = f ().
Nie je parna, pretoZe existuje dvojica realnych ¢isel x, —x € R taka, Ze f(—x) # f(x). Napr.

fED =D =-1+1=1°=f(1).
c) f(x)=I1x%

Z predchadzajuceho prikladu vyplyva, ze D(f) = R. Hoci funkcia x3 je neparna, funkcia
f(x) = |x3| je parna, pretoze pre kazdé x € R plati:



f(=x) = (=x)%| = |-x°| = |x*| = f (%)
Nie je neparna, pretoze existuje dvojica realnych Cisel x, —x € R taka, ze f(—x) # —f(x).
Napr. f(=1) = [(-1)%| = |-1] = 1 = |1®] = —|1®| = —=f (D).

d) f(x)=0

Konstantna nulova funkcia je definovana pre akékol'vek realne Eislo, preto D (f) = R. Ked'ze
D(f) = R, tak je simerny podl'a pociatku. NavySe pre vSetky x € R plati:
f(=x)=0=f(x) =—f(x).

To znamen4, Ze funkcia je parna aj neparna na svojom definicnom obore.

2
3x-1

e) f(x)=

Z prikladu 1e) mame D(f) = R\ E} = (—00, %) U (%,00). D(f) nie je simerny podla

1

pociatku, pretoZze hoci —% € D(f), tak — (— 3) = § ¢ D(f). Z toho vyplyva, ze funkcia nie je

parna, ani neparna.
1-x
f) f(x)=In (m)

Z prikladu 1f) mame D(f) = (—1,1), ¢o je defini¢ny obor suimerny podl'a pociatku. Navyse
pre kazdé x € (—1,1) plati:
1—-(—x) 1+x 1—x\"" 1—x
- =in(y7y) =) = Grr) = nlER) e
f=x) n((—x)+1) nl—x nx+1 nx+1 f&)
Funkcia f je teda neparna. Nie je parna, pretoze existuje dvojica realnych ¢&isel x, —x € D(f)
taka, ze f(—x) # f(x). Napr.:

1 4 2 1
1 1-(-3) 3 1 3 LT3 (L
f(——):ln —= |=In| = =ln2¢ln<—>=ln < |=In{-—= =f(_)-
)=\ e T Y A by A
3 3 3 3

Ohranicenost’ funkcie:

Nech f: A = R je funkcia realnej premennej. Funkciu f nazyvame:

e ohranicena zhora, ak existuje kone¢né realne ¢islo M také, ze pre kazdé x € A plati: f(x) < M;
e ohranicena zdola, ak existuje koneéné redlne ¢islo m také, ze pre kazdé x € A plati: f(x) = m;
e ohranic¢ena, ak je ohrani¢ena zhora aj zdola.

Priklad 4: N4jdite horné a dolné ohranicenie funkcie f na intervale A, ak:
2
a) f(x)=—5A4=(=200)

Funkcia f je na A dobre definovana a na A nadobuda iba kladné hodnoty, pretoze x + 2 > 0.
Z toho bezprostredne vyplyva:

0 2 _
<x+2_f(x)



pre kazdé x € A. Teda m = 0 je dolné ohranicenie funkcie f na A. PresnejSie je to najvicsie
Z dolnych ohraniceni.

Funkcia f nema horné ohrani¢enie. UkaZzeme sporom. Nech by existovalo také kone¢né realne
Cislo M, Ze v pre kazdé x € A plati: f(x) < M. Potom ur¢ite M > 0. Nech x, € A je také, ze —2 <

2 y . L .
Xo<—2+ o Pretoze M > 0, také x, € A urcite existuje.
2
Upravme —2 < x, < =2 + " dostaneme:

2
0< 2 < —,
Xo + M

2
Xo + 2

M < = f(x0),

¢o je spor s predpokladom, Ze pre kazdé x € A plati: f(x) < M. Je teda mozné pre akékol'vek
vel'ké M vybrat’ x, € A dostato¢ne blizke ¢islu —2 tak, aby f(x,) > M.

b) f(x) =55 A=(13)

Funkcia f je na A dobre definovana. Z prikladu 1e) vieme, ze funkcia je klesajtca na intervale
G, 00) ateda klesajica i na A © G, 00). Z toho vyplyva, ze najvacsia funkénéd hodnota, ktorti
moze funkcia f na A dosiahnut, sa dosahuje v bode 1 a f(1) = ;—1 = 1. NajmenSiu funk¢énta

hodnotu, ktoru funkcia f na A dosahuje, dosahuje v bode 3 a f(3) = ﬁ = i Vsetky ostatné

hodnoty funkcie f lezia medzi hodnotami i a 1. Mame:

1

2= AWM =1
pre kazdé x € A. Funkcia f je teda na A ohrani¢ena, ma dolné m = i aj horné ohrani¢enie M = 1.
KedZe najvécsia aj najmensia funkéna hodnota sa dosahuje v nejakom bode z defini¢ného oboru
funkcie f, M je maximum funkcie f na A a m je minimum funkcie f na A.

Poznamka:

Za horné ohrani¢enie by sme v tomto pripade mohli zvolit’ akékol'vek konecné realne ¢islo
vacsie alebo rovné 1, ale maximom funkcie f na A je iba hodnota 1. Podobne za dolné ohrani¢enie

r . ) r 9. W r r wr w . r 1
by sme v tomto pripade mohli zvolit’ akékol'vek kone¢né realne ¢islo mensie alebo rovné " ale

minimom funkcie f na A je iba hodnota i

2x-3
x+4

) f)=—71A4=(-47)
Funkcia f je na A dobre definovana, pretoze pre kazdé x € A je x + 4 # 0. Da sa ukazat,, Ze
funkcia je rastica na intervale A. Za tym G¢elom upravme najprv predpis funkcie:

3 11
2x — 3 X == xX+4—— 11

x+4=2x+4=2 x+4 x+4

fGx) =



Nech x;,x, € A st lubovol'né, také, ze —4 < x; < x, < 7. Potom:

0<x;+4<x,+4< 11,

< 11 < 11
Tx,+4  x + 4
—-11 -11
1= > ,
x,+4 x;+4
152 11 S 11
- X, + 4 x, + 4
fl) <flxz) =1

Ukazali sme, ze funkcia f je na A rastica a navysSe, ze na A nadobtida najvacsiu hodnotu
v bode 7, rovnu f(7) = 1. Nasli sme teda maximum funkcie f na A ateda aj najmensie horné
ohranicenie tejto funkcie na intervale A.

Dolné ohrani¢enie funkcia f na A nema. Ukdzeme sporom. Nech by existovalo také konecné
realne Cislo m, ze v pre kazdé x € A plati: f(x) = m. Potom uréite m < 1. Nech x, € A je také,

y 11 . , " -
7Ze —4<xy<—4+ py— Pretoze m < 1, také x, € A urcite existuje.

Upravme —4 < x, < —4 + % dostaneme:

O0<xyg+4< ,
%o 2—m
5 < 11
m xo + 4
>2 - = ,
m Xo + 4 f(x0)

¢o je spor s predpokladom, ze pre kazdé x € A plati: f(x) = m. Je teda mozné pre akékol'vek
malé m vybrat’ x, € A dostato¢ne blizke ¢islu —4 tak, aby f(xy) < m.

Periodické funkcie:
Nech f: A — R je funkcia realnej premennej. Funkciu f nazyvame periodickou s periédou T #
0, ak plati:

e prekazdéx € A:x +T € A4,

e prekazdéx € A: f(x +T) = f(x).

Priklad 5: Zistite, Ci f je periodicka, ak:
a) f(x) =tgx + cos (Zx + g)
Funkcia tangens je definovana na celom R s vynimkou bodov g + km, kde k € Z. Funkcia

kosinus je definovana na celom R. Takze mame D(f) = R\ {g + km; k € Z} = Ugez (—g +

krr,g + krr). Tangens je periodicka funkcia s periodou 7, rovnako tak cos 2x je m-periodicka

funkcia (ni¢ na tom nemeni ani pripocet g v jeho argumente). Preto f je periodicka funkcia

S (najmensou) periddou .



Ukazeme:

T sin(x + ) T
flx+m) —tg(x+n)+cos(2(x+n)+§) —m+cos(2x+§+2n)
—sinx T T

= _cosx+cos(2x+§) = tgx+cos(2x+§) = f(x).

b) f(x) =sin2x —2cos3x + 1

Defini¢ny obor funkcie f st zrejme vSetky redlne &isla, tj. D(f) = R. Funkcia sin 2x je
periodicka s periddou 7, kym funkcia cos 3x je periodicka s periddou gn. Perioda funkcie f musi
byt teda 2m. Ze to tak je, si uvedomime, ak zvolime nejaké x, € R a vypocitame jeho funként
hodnotu f(x,) = sin2xy — 2 cos 3x, + 1. Funkéna hodnota funkcie cos3x bude sice v bode
Xo + gﬂ aj v bode x, + gn rovnaka ako v bode x,, nie v§ak funk¢na hodnota funkcie sin 2x.

Mame teda f (xo + g”) * f(xg), resp. f (xo + gn) # f(x,). Podobne, ak sa pozrieme
na funkéné hodnoty funkcii sin 2x a cos 3x v bode x, + m, tak hoci hodnota sin 2x je rovnaka ako
v bode x,, pri funkcii cos 3x to uz neplati. Na to, aby sme dosiahli rovnaka hodnotu oboch funkcii,

musime k x, pripocitat 2m. Tym dostaneme aj rovnakl funkéni hodnotu funkcie f (sucet
nasobkov funkcii, ani pripocet konstanty k tomuto stc¢tu to nijak nezmeni). Ukazeme:

f(x +2m) = sin(2(x + 2m)) — 2 cos(3(x + 2m)) + 1
= sin(2x + 4m) — 2cos(3x + 6m) + 1 =sin2x —2cos3x + 1 = f(x).

x—4k, x€(-1+4k,1+4k), ke

c) f(x)={4k+2_x, x €{1+4k,3 + 4k),k € Z

Definiény obor funkcie f st zrejme vSetky realne &isla, tj. D(f) = R, pretoze f je dobre
definovana pre kazdy z intervalov (—1 + 4k, 1 + 4k), kde k € Z, resp. (1 + 4k, 3 + 4k), kde k €
Z, dizky 2. Na intervaloch (—1+ 4k, 1+ 4k) je funkcia f rastica, kym na intervaloch
(1 + 4k, 3 + 4k) klesajuca, pri¢om funk¢éné hodnoty st v krajnych bodoch na seba nadvézujucich
intervalov rovnaké, napr. f(—=3) =1, f(-1)=-1, f(1)=1, f(3) =—1 atd. Vzhladom
k tomu je mozné predpokladat’, ze funkcia je periodicka s periddou rovnou 4. Ukézeme, ze to tak
naozaj je.

Vezmime x, € (—1 + 4ky, 1 + 4k,y) pre nejaké kq € Z, potom x, + 4 lezi v intervale

flxo+4)=(xg+4)—4(ko+1) =xy —4ko = f(xo).

Vezmime teraz x, € (1 + 4k, 3 + 4k,) pre nejaké k, € Z, potom x, + 4 lezi v intervale

flxog+4) =4k + 1) +2—(xg+4) =4ko+2— x5 = f(xg).

Poznamenajme, ze vyber x, aj k, € Z bol I'ubovol'ny, preto mozeme uvedené zovseobecnit’
pre akykol'vek bod x z defini¢ného oboru funkcie f.

Definicie:
R* = R U {—0, 00} - rozsirena redlna os.



Okolie bodu: Nech € > 0,a € R.

eMnozina O.(a) = {x € R;|x —a| < €} = (a — €,a + €) sa nazyva g-ové okolie bodu a.

eMnozina Oz(a) ={x e R;0< |x —a| < €} = (a — &,a) U (a,a + ¢) sanazyva prstencové &-
ové okolie bodu a.

e Mnozina O,(0) = 03(») = {x ER;x > 3 = G 00) sa nazyva £-ové okolie bodu co.

e Mnozina O,(—) = 03(—) = {x ERx < — 3 = (—00, —g) sa nazyva €-ové okolie bodu
—00.

Hromadny bod:

Nech @ # A € R. Bod a € R* sa nazyva hromadny bod mnoZziny A, ak pre kazdé okolie 0% (a)
plati: Oz(a) N A # @.

Limita funkcie:

Nech® #AC R, f:A—- R, a €R" je hromadny bod mnoziny A. Hovorime, ze funkcia f ma
v bode a limitu b € R*, piSeme chlgll f(x) = b, ak pre kazdé O, (b) existuje O5(a) také, ze plati:

f(05(a) N A) < O.(b).

Priklad 6: Ukazte z definicie, ze lim f(x) = b, ak:
x—a
a) f(x)=x,a=3,b=3

Plati D(f) = R. Bod a = 3 € R je hromadny bod defini¢ného oboru funkcie f, pretoze

pre kazdé okolie Oz (a) plati: Oz(a) N D(f) # Q.

To, Ze ma byt’ lin% x = 3, znamena, ze pre kazdé € > 0 existuje § > 0 také, ze pre kazdé
X—

x € R, x # 3 spifiajuce |x — 3| < & plati: |f(x) — 3| = |x — 3| < €. Ukazeme, Ze je to
pravda.

Nech & > 0 je l'ubovolné, vezmime 0 < § < . Potom pre kazdé x € R, x # 3 splnajtice
|x — 3| < dplati: |f(x) —3|=|x—3|<d < e

b) f(x) =x,a € Rjelubovolné, b =a

Plati D(f) = R. Ak a € R, potom a je hromadny bod defini¢ného oboru funkcie f, pretoze
pre kazdé okolie Oz (a) plati: Oz(a) N D(f) # Q.

To, Ze ma byt limx = b = a, znamena, ze pre kazdé € > 0 existuje & > 0 také, Ze
x—a

pre kazdé x € R, x # a spifiajice |x — a| < & plati: |f(x) — b| = |x — a| < e. UkaZeme,
7e je to pravda.

Nech & > 0 je l'ubovolné, vezmime 0 < § < &. Potom pre kazdé x € R, x # a spliiajice
|x —al < d&plati: |[f(x) —b|=|x—a|] < <e.

¢) f(x)=+vx,a=3,b=1+/3

Plati D(f) = (0,). Bod a = 3 € D(f) je hromadny bod defini¢ného oboru funkcie f,
pretoze pre kazdé okolie Oz (a) plati: Oz(a) N D(f) # Q.



d)

To, Ze ma byt lirr% Vx = /3, znamena, Ze pre kazdé £ > 0 existuje § > 0 také, Ze pre kazdé
x—

x € (0,), x # 3 splitajice |x — 3| < & plati: |f(x) — V3| = |[Vx — V3| < &. Ukazeme,

Ze je to pravda.

Nech & > 0 je Fubovolné, vezmime 0 < § < /3e. Potom pre kazd¢ x € R, x i 3

spifiajuce |x — 3| < & plati: [f(x) — V3| = |[Vx — V3| = = Jf:/'_ |x\/_3| < T <
V3e _

Nl

f(x)=2%a=—0,b=0

Plati D(f) = R. Bod a = —o € R* je hromadny bod definiéného oboru funkcie f,
pretoze pre kazdé okolie O3 (a) plati: 0z(a) N D(f) # @.
To,zemabyt lim 2* = 0, znamena, ze pre kazdé € > 0 existuje § > 0 také, ze pre kazdé

X——00
x € R spliajuce x < —= platl |f(x) — 0] =|2%| < &. UkéZeme, Ze je to pravda.
Nech € > 0 je l’ubovol’ne. Pre € > 1 je tvrdenie automaticky splnené, pretoZze pre x <
—% <0je|f(x)| = f(x) = 2*¥ < 1. Predpokladajme preto, Ze € < 1.

. -1 . - py o, 1
Vezmime 0 < § < 7 L Cize 0 > log, € > ?1. Potom pre kazdé x € R splnajice x < o

0gy €
1

plati: |[f(x) — 0] = |2%| = 2% < 275 < 21982¢ = ¢ kde sme vyuzili, Ze funkcia f je na ce-

lom R rastuca.

f(x)—1+—a—00b—1

Plati D(f) = R\ {0}. Bod a = © € R* je hromadny bod defini¢ného oboru funkcie f,
pretoze pre kazdé okolie 0° (a) plati: Oz(a) N D(f) + @.
To, ze ma byt lim 1 +— = 1, znamena, ze pre kazdé € > 0 existuje § > 0 také, ze

X—00

pre kazdé x € R spinajiice x > 5 platlz |f(x) — 1| < &. Ukazeme, Ze je to pravda.
Nech & > 0 je Pubovolné. Vezmime 0 < § < +¢. Potom pre kazdé x € R spiiajice x > %

. 1
plati: |f(x) — 1| = |1+x—2— 1| =

1 1 )
5 —x—2<5 <e&.

fe)==,a=0b=0o

Plati D(f) = R\ {0}. Bod a = 0 € R je hromadny bod definiéného oboru funkcie f,

pretoze pre kazdé okolie Oz (a) plati: Oz (a) N D(f) # Q.

To, Ze ma byt ling xiz = oo, znamena, ze pre kazdé € > 0 existuje § > 0 také, ze pre kazdé
xX—

x € R, x # 0 spinajuce |x| < & plati: f(x) > i Ukézeme, Ze je to pravda.

Neche > 0je l’ubovol’né Vezmime 0 < § < +/e. Potom pre kazdé x € R, x # 0 spliajace
1 1

|x| < & plati: f(x) == >Z27



