SUCET A SUCIN MATIC, INVERZNA MATICA,
DETERMINANTY STVORCOVYCH MATIC

Sucet matic:
Nech meN, neN, matica 4= (a;)izism € R™™(C™™) amatica B = (b;;)1zism €

1<jsn 1sjsn
R™*(C™ ™), Potom A + B € R™™(C™*™) definujeme rovnostou A + B = (al—j + bl—j)lsism .
1<js<n

Pri scitovani matic musime teda scitovat’ matice rovnakého rozmeru a kazdy prvok vyslednej
matice je siictom prvku jednej matice v danom riadku a stlpci a prvku druhej matice v tom istom
riadku a st/pci.

Priklad 1: Scitajte matice 4, B, ak:

9 4=(1 575 0) 7= 154 To)

— -5 (2+3) B-1) (=4+0) (5-5)
)+(G s 4 ):((117) (0—5)(—3i4)(8—8)>
2
5

01 -3 2 (0-3) (1+2) -3 3
A+B=<2 3>+<—5 1>= (2-5) (3+1) =<—3 4)
4 5 6 4 (4—-6) (5+4)

2 -1 2
2 1 0
A+B—(5 10)+ —3 —1 5| nieje definované
6 —34 2 _1 2

Skalarny sucin vektorov:

U U1
. -y - uz \ 5 v : e T
Skalarnym suc¢inom vektorovu =| . |, v = rozumieme sucin u' v, {j.:
un vn
V1 n
=T =2 vZ
U'v=(uy,uy, .., uy)| 7| =uv Fuvy + ot u v, = ) wivg

v, i=1



Stucin matic:
Nech m €N, n€N, k€ N. Nech matica A = (a;;)1zism € R™™(C™™) amatica B =

1<jsn

(bij)1sisn € R™K(C™F), tzn. matica A ma m riadkov dizky n: A = (4;.)1<i<m (kazdy z riadkov
1<j<k

matice A je teda riadkovym vektorom sn prvkami) a matica B ma k stipcov dizky n: B =

(B* j)1<j<k (kazdy zo stipcov matice B je teda stipcovym vektorom s n prvkami). Potom su¢inom

matic AB rozumieme maticu C = (c¢;;)1sism € R™¥(C™¥) taku, Ze ¢;; = A;,B.; (ize prvok
1sjs<k

v i-tom riadku a j-tom stipci vyslednej matice je skalarnym su¢inom i-teho riadku matice A a j-

teho stipca matice B).

Priklad 2: N4jdite su¢in matic AB, ak:

2 3-4 5 8:;
a) A=(1 0-3 8),B=
1 5-2-1 76
4 -8
2 3-4 5 g:é
AB=10—38
1 5-2-1/\7"°
4 -8

(13+0.04(—3).7+84) (1.(=1)+0.(=5) —3.(—6) +8.(-8))
(13+50+(-2).7—-14) (1.(=1)+5.(=5)—2.(-6) — 1.(-8))
-2 —33

14—47)

<(23+30+( 4).7+54) (2.(=1) +3.(=5) —4.(=6) + 5.(-8))
(—15—6

01 ~
0 a=(23). 8= 573)

2 3 (22+4+3.0) (21+3.0) (2.(=3)+3.0) 4 2 -6

01 (0.2+1.0) (0.1 +1.0) (0.(—3)+1.0) 00 O
e i3
45/°0 0 0 \42450) 41+50) 4.(=3)+50)/ \8 4—12

2 3-4 5
) A=<1 0—3 8>,B=(}L é)
1 5-2-1

2 3-4 5
AB=<1 0 —3 8)(1 ) nie je definované
49
1 5-2-1



Uvazujme ststavu (S) m-linearnych rovnic s n neznamymi x4, x5, ...

aq1X1 + a12X7 + -+ A1nXy = b1

a1X1 + Ar2X7 + -4 AonXy = b2

Am1X1 + ApXy + -+ appXy, = b,y

aj; 0 QA
A = S ‘o, : .
Am1 " Amn

Ozna¢me A maticu ststavy (S), tj.:

Nech vektor pravych stran:

S
I

a vektor neznamych:

=l
Il

Potom sustavu (S) mozeme zapisat’ pomocou su¢inu matic ako rovnost’:

A% = b.

Maticu sustavy A mbzeme zapisat’ po stipcoch nasledujiicim sposobom:

A= (A*l A*Z A*n)

Potom (1) vieme prepisat’ ako:

X1 b,
X -

(A Ay . A)| 2 |=4%=b =
X, b,,

Odtial’:

xlA*l + XZA*Z an*n = E

€y

(2)

N
Teda stistava ma rieSenie prave vtedy, ked’ vektor pravych stran b je linedrnou kombinaciou

stipcov matice sustavy A.

Z predchadzajicej poznamky vyplyva, ze sustava (S) so zapisom (1) ma rieSenie prave vtedy, ked’

hodnost’ matice ststavy sa rovna hodnosti rozsirenej matice sustavy (Frobéniova veta).

Z (2) totiz mame, Ze b je linearnou kombinaciou stipcov matice sustavy A prave vtedy, ked’ ma

S
sustava rieSenie. Ak je tomu tak, tak pridanim b k matici stistavy (¢im vytvorime rozsirent maticu

sustavy) nezmenime hodnost’ matice.

Ak vsak sustava nema rieSenie, tak b nie je linearnou kombinaciou stlpcov matice ststavy a je
b
,ha nich linearne nezavisly*. Inymi slovami zvysuje hodnost’ rozsirenej matice stistavy o jedna.



Stvorcova matica je matica, ktora méa rovnaky pocet riadkov ako stipcov.

Prvky a;;, i = 1,2, ..., n §tvorcovej matice A = (aij) € R™" tvoria hlavnu diagonalu matice A.
Matica I,, € R™", ktora ma vSetky ¢isla na hlavnej diagonale rovné 1 a ostatné prvky nulové, sa
nazyva jednotkova matica.

Pre Stvorcovi maticu A € R™" definujeme inverzni maticu ako B € R™ ", pre ktora AB = I,,.
Inverznii maticu k matici A oznadujeme A~1. K danej matici A existuje najviac jedna inverzna
matica, navySe ak AB = I, tak aj BA = I,,.

Priklad 3: N3jdite inverzni maticu k matici A4, ak:

_(3 1
a) A_(—Z 4)
_ (3 11 0 ~ 1 511 1 ~ 1 5|11 1
(A”Z)_(—Z 410 1)R1==R1+Rz(—2 410 1)Rz==Rz+2R1(o 1412 3)
~ 1 1 4 -1
1 1 5 ~ 1 0114 14| _ -1
T o A L T A R
14 14
Inverznou maticou k matici A je teda:
4 -1
a_ |14 14)_1/4 -1
A7 =12 3 _14(2 3)
14 14
Skuska spravnosti:
4 -1 (12+2) (-3+3)
(3 14 14 |_[ 14 14 | _(1 0y_
A4 _(—2 4) 2 3 (-8+8) (2+12) (o 1) &
14 14 14 14

-3 2 5
b) A= <—1 -1 1)
4 2 2

3 2 5100\ . /-1-111010 _ 1 1-110 -1 0
@A) ={-1 -1 10 1 0|p p (-3 2 5[100]p .c_p|-32 51 00

4 2 21001 4 2 20001 4 2 200 01

_ (1 1-110 -1 0 _ 1 1-110 -1 0 _
Ry:=R, +3R;\0 5 2|1 =3 0Jp .—p, 4p (0 5 211 -30Jp .—p +2R
S "\4 2 200 01/ 7% 7 "\No-2 6lo 41/ 7% 72 3
1 1-110 -1 0 N 1 1-110 =1 0 ~ (111 (1’_;;’
0 1 141 5 2)p .—p,428,(0 1 141 5 2| . _Lplo 1 14 1 > 2
0-2 6l0 4 1 0 0 342 14 5 34°°\0 0 1|l & =

17 17 34



0-1 0 & =2
- 1 1-1/3 -13 -1 - 110 1,
Roi=R.—14R. |0 1 0|77 17 17 |p .—p. +pr.|0 1 0% =22
2 2 3 00 1|1 7 5 1 1 3\0 0 11i7 1;
17 17 34 7 1
-2 3 7
R R
- - — -1
Ri=Ri =R, |0 1 0lf7 47 17 |= (5D
\0 o1l 4 &
17 17 34
Inverznou maticou k matici A je teda:
-2 3 7
17 17 34
L |3 -3 -1 1 6 7
At=l= — —|==|6-26-2
17 17 17 34 2 14 5
1 7 5
17 17 34
Skuska spravnosti:
1/-3 2 5\/-4 6 7
AA—1=§ -1 -1 1])|6—-26-2
4 2 2/ \2 14 5
(12+12+10) (-18—=52+70) (=21—4+ 25)
=3 ¢4-6+2) (=6 + 26 + 14) (=7 +2+5)
(-16+12+4) (24—-52+128) (28—4+10)
1 /(34 0 0 1 0O
=§0340=010=I3
0 0 34 0 0 1

Uvazujme sustavu (S) so zapisom (1). Predpokladajme, ze m = n, tj. matica A € R™*" (je teda
Stvorcovd) a existuje K nej inverzna matica A~1. Vynasobme obe strany rovnice (1) maticou A~*

zlava, dostaneme:

A~14% = A~'h
I, =A"1b
¥=A"1D

Vidime, Ze rieSenie ststavy v tomto Specialnom pripade mozeme ziskat’ zo vzt'ahu (3).

Ukézeme na priklade 1 z minulého tyzdna. Matica ststavy z tohto prikladu je prave ta z prikladu
3b). Knej sme nasli inverzni maticu. Zo zadania prikladu 1 z minulého tyzdia mame vektor

¥

pravych stran:

)

4

w = UJ|
-le\llp_\-hm



Podrla (3) ma ststava jediné rieSenie:

-2 3 7 (6 +28)
17 17 34 34
X1 0 1
B, 13 21 13—
Xy | = x = A_lb = i _3 - 11 = u =| -1
X3 17 17 17 4 17 1
1 7 5 (14 + 20)
17 17 34 34

Uvedené riesenie je skutocne také isté ako to, ktoré sme ziskali GEM.

Veta:
Nech A € R™", Potom su nasledujtce tvrdenia ekvivalentné:

a) existuje matica 471,

b) h(A) =n,

c) riadky matice A su linearne nezavislé,
d) stipce matice A su linedrne nezavislé.

Definicia: Stvorcova matica, ktord ma inverznu, sa nazyva regularna.

Determinant:

Nech n € N a matica A € R™"*(C™*™). Determinant matice A (oznaujeme detA alebo

zapiSeme maticu medzi dve zvislé rovné Ciary |A|) je definovany:

1. Akn=1,A = (a,,), tak det 4 = a,;.

2. Akn > 1, oznac¢ime A;; maticu, ktord vznikne z matice A odstranenim stipca A, ;j ariadku A;,,
tak detAd = (—1)*1a,, detA;; + (—1) *2a,, det A, + -+ (=1)1*"a,,, det 4, (rozvoj
podl’a prvého riadku).

Priklad 4: Vypocitajte determinant matice A, ak:

a) A=(—-4)
detA = —4

b a=("3 73

detA = |:‘3f :ﬂ = (—D)M (=4 (=1) + (=1)*2(=2)(=3) =4 — 6 = —2
Pozn.:

Determinant matice A =€ R?*2(C?*?) teda vypocitame ako sucin prvkov na hlavnej
diagonale minus sucin prvkov na vedl'ajSej diagonale:

a a
| t 12| = aq11032 — Aq2021
-4 -2 0
c) A=[-3 -1 1
5 4 2

a1 dz;



-4 -2 0
detA=|-3 -1 1
5 4 2
e Yy ez |73 Uy opieag]—3 1
= COMED|T S[HEDED | S|+ DR
=(—4)(—2—4)+2(—=6—5)+0(=12+5) =24 —22+0 = 2
Pozn.:

d)

Na vypocet determinantu matice A =€ R3*3(C3*3) mozeme vyuzit Sarusovo pravidlo:
Prvé dva stlpce pripiSeme za maticu ako Stvrty a piaty stlpec a determinant je sucet vsetkych
troch su¢inov na hlavnych diagonalach (zl'ava hore doprava dole) minus stcet sucinov

na troch vedlajsich diagonélach:
ai1 Qq2 0di3
Az1 Gz Q23| 021032
az1 04z Q33| 031033
= Q11032033 + A12023031 + A1303103;
— (a13a22a31 + a1102303; + A42021033)

a110Qq3
detd =

Vypocitajme teraz determinant matice A pomocou Sarusovho pravidla

—4 -2 0|—4-2
detd =[-3 -1 1[-3-1
5 4 2054
= (=4).(=1).2 + (=2).1.5 + 0. (=3). 4
—(0.(=1).5+ (=4). 1.4 + (=2).(=3).2) =8 — 10+ 0 — 0 + 16 — 12
=2
4 -2 0 0
(-3 -1 1 0
A=l'5 4 2 0
36 58 4 3

Na vypocet nemusime nutne pouZzit rozvoj podla prvého riadka. V tomto pripade je
vhodnejsie (a jednoduchsie) pouzit' rozvoj podla stvrtého stipca:

-4 -2 0 O
-3 -1 1 0
detd=1¢5" 4, 2 o
36 58 4 3
-3 -1 1 -4 -2 0
=0(-D"* 5 4 2[+0(-D***|5 4 2
36 58 4 36 58 4
—4 -2 0 -4 -2 0
+0(—1)3**|-3 -1 1|+3(-D*"*"*|-3 -1 1
36 58 4 5 4 2
-4 =2 0
=0+0+0+3(-3 -1 1= (znovu rozvoj podl'a posledného stipca)
35 f ? 4 2 4 2
— 1+3 |~ - 243 | - 343 | -
_3(0(—1) |5 4|+1(—1) |5 4|+2(—1) |_3 _1|)
=3(0+ (-D(-16+10) +2(4—6)) =3(6 —4) =6
Pozn.:

Stdet v exponente pri (—1) znadi: poradové cislo riadka + poradové ¢islo stlpca.



Ak B(~A) vznikla z matice A pomocou ERO:

1. nésobenia niektorého riadka &¢islom «, tak det B = a det 4,
2. vzajomnou vymenou dvoch riadkov, tak det B = — det 4,
3. pri¢itanim nasobku niektorého riadka k inému riadku, tak det B = det A.

Priklad 5: Vypocitajte determinant matice A4, ak:

5 2-2 3
4 2 1 1
A A=l 3 5.9 ¢
—4 -1 1-2
5 2-2 3 _ 5 2-2 3 1 2-3 2
14 2 1 1 4 2 1 1| = . 4 2 11
detA=1 3 ¢ g 6|lRs===Rs3| 1 2-3 2|RerRI| 5 35 3
—4 -1 1-2 -4 -1 1-2 -4 -1 1-2
1 2-3 2 1 2-3 2
= 4 2 1 1 = 0—6 13-7 =
Ro=Ry+R, 3|5 2 _2 3|Ry:=R,—4rR, (T35 5 _5 3|Ry:=Rs—5R,
0 1 2-1 0 1 2-1
1 2-3 2 1 2-3 2 1 2-3 2
(_3)0—6 13 -7 = g0 1 2-1 = g0 1 2 -1
0—-8 13—7|R: <o R7|0-8 13—-7|R3:=R3+8R”|0 0 29-15
0 1 2-1 0—6 13-—7 0—-6 13 —7
1 2-3 2 1 2-3 2
= g0 1 2 -1 = 3o 1 2 -1 =
Ry:=R,+6R;”[0 0 29—-15|Rs:=29R429| 0 0 29-—15 |[Rs:=R4—25R;
0 0 25-13 0 0 725-—377
1 2-3 2
310 1 2 -1 3
29|0 0 29-15 _529(_2)__6
0 0 0 —2
Iny postup
5 2—-2 3 1 2-3 2
4 2 1 1|_ _.l0 1 2 —1f_ . . , ,
3 6-9 6|~ =3 0 0 29—15 —(rozv0] podlaprvehostlpca)
-4 -1 1-2 0 0 25—13
12 -1 ; 29 —15
=3|0 29 —-15 =(rozvoj podl’aprvéhostlpca)=3 25 _13
0 25-—13

=3(29(-13) — 25(—15)) = 3(25(15 — 13) + 4(—13)) = 3(50 — 52) = —6

13 12 11
b) A=<24 23 22

35 34 33



13 12 11 — 13 12 11 — 13 12 11
detA =24 23 22p ._p yp |24 23 22|p ._p _op |24 23 22[=0
35 34 33 48 46 44 0 0 0
23000
12300
c) A=101230
00123
00012
23000 12300 1 2 3 00
12300 — 23000 — 0—-1-6 0 O
detA=101230{p L (-D|01230|p —p _op(D|0 1 2 3 0
00123 00123 0 01 2 3
00012 00012 0 0 0 1 2
1 2 3 00 1 2 3 00
_ 0—1-6 0 0| _ |0—1—-6 0 0 _
Ry:=Ry+R,("D|0 04 3 Olp g0 0 1 2 3p . ._p 4ap
e 0 0123|° "floo-430o "t T
0 00 1 2 0O 0 0 1 2
1 2 3 0 0 1 2 3 0 O 1 2 3 0 O
0—1-6 0 0| _ 0—1-6 0 0 _ 0—1-6 0 0
00 1 2 3lp Lp(-D[0 0 1 2 3fp ._p _195(-D0 0 1 2 3
0 0 0 11 12 0O 0 0 1 2 0 0 0 1 2
0O 0 0 1 2 0 0 0 11 12 0 0 0 0-10
= (-D(=D(-10) =-10
Iny postup
23000
12300 2 3 00 3 0 00
012 3 0| = (rozvoj podl’aprvéhostipca)zz(l) % % g—l(l) % ; g
00123 0012 loo 12
00012 )
= (prvy determinant: rozvoj podl'a prvého stipca, druhy determinant: rozvoj podl'a prvého riadku)
2 3 0 3 00 2 3 0 2 3 0 3 00
=411 2 3|—-2|11 2 3|-3|1 2 3|=1|1 2 3|—-2|]1 2 3
0 1 2 0 1 2 0 1 2 ) 0 1 2 0 1 2
= (prvy determinant: rozvoj podla prvého stlpca, druhy determinant: rozvoj podla prvého riadku)
12 313 0] 12 3 412 3113 Ol e e
_212| 12| 6|12—412 12|_ 4(4—-3)—(6-0)=—4—6

—-10

Determinant regularnej matice je rozny od nuly.

Pre maticu A = (a;;) € R™™(C™™) oznaéme d;; = (—1)'*/ det A;;. d;; sa nazyva algebraicky
doplnok prvku a;; vmatici A. Nech 4 = (a;;) € R™"™(C™™") je regularna anech adjA =

(dij)T(matica adjungovana k matici 4), potom:



Priklad 6: N3jdite inverzni maticu k matici A, ak:

(3 1
a)A—(_2 4)
detA=34-1.(-2)=12+2 =14
4 -1
I 14 —1 14 14
-1 _ = — =
A = qerg 294 14(2 3) 2 3
14 14
-3 2 5
b) A=(-1 -1 1
4 2 2
-3 2 5 — -1 —-11 — 11-1
detd =|-1 _11R(—>R2( 1)—3 2 5R1-_ -3 2 5
4 2 2 4 2 2 4 2 2
— 11-1 _ 1 1-1 2
R2 —R2+3R 0 5 ZR _R —4R 0 5 2 —| 6|:30+4:34
2 2 0—-2 6
|1 1| _|2 5 |
o : 1)
-1 . - _ 1 1 _3 __
A = qeadd =5 | 2 | |
s I 2| |3 |
4 2 4 2 -1 -1
-2 3 7
17 17 34
1(—* 6 7 3 -13 -1
=—6 -26 -2 |=— — —
34 2 14 5 17 17 17
1 7 5
17 17 34
(=3 1
c) A—(_6 2)

detd=|"> ’|=—6+6=0

Matica A nema inverznu, pretoze nie je regularna.

Poznamka:

Nech A € R™™(C™™) je rozna od nulovej matice. det A # 0 prave vtedy, ked’ h(4) = n. Ak
detA = 0, tak 1 < h(A) < n a naopak.



Cramerovo pravidlo:

Ak A = (a;;) € R™™(C™™) je regularna a b € R™1(C™1), tak mé stistava linearnych rovnic
Lo o di, d d . :
AX = b prave jedno rieSenie X! = (71,72,...,7”), kde d =detA a d; pre j=12,..,n je

determinant matice, ktora vznikne z matice A zamenou stipca A4, jza b (pravu stranu).

Priklad 7: Rieste sustavu linearnych rovnic Cramerovym pravidlom:
_3x1 + 2x2 + SX3 = 0
—X1 - Xz + X3 = 1

4x1 + sz + 2x3 == 4‘

-3 2 5
Determinant matice sustavy A = <—1 -1 1> sme vypocitali v priklade 6b), tj. mame:
4 2 2
d = detA = 34.

Vypocitajme ostatné determinanty (napr. Sarusovym pravidlom):

0 2 5
d=|1 -1 1|=(0+8+10)—(-20+0+4) =34
4 2 2
-3 0 5
d,=1-1 1 1/=(-6+0-20)—-(20-12+0) = -34
4 4 2
-3 2 0
d;=]-1 -1 1/=(012+8+0)—(0—-6-8) =34
4 2 4

RieSenim sustavy potom bude:

di 34 _,
1T T
_dz _34‘_
R Y
d, 34
X3__3=_=1



