SUSTAVY LINEARNYCH ROVNIC, HODNOST MATICE,
LINEARNA NEZAVISLOST VEKTOROV

Sustavou m-linearnych rovnic s n neznamymi x4, X5, ..., X, hazyvame:
aq1XxX1 + a12X7 + -4 A1nXy = b1

ay1X1 + Xy + -+ agpX, = by

Am1X1 + AppXy + -+ appX,, = by,

a1 Qg
Am1 - Amn

Matica ststavy:

Vektor pravych stran:

S
I

Rozsirena matica ststavy:

. a1 Qin by . ay; v Qyp
(4b) =< oo ) resp. (4|b) =< S

An1 " Amn Oy An1 Amn

by >
b

Pri rieSeni ststav m-linedrnych rovnic s n nezndmymi budeme postupovat’ Gaussovou

elimina¢nou metédou (d’alej GEM) alebo Gaussovou-Jordanovou elimina¢nou metodou

(dalej GJEM). Obe metody vyuzivaju upravy matice ststavy, ktoré nemenia mnoZzinu rieSeni

zodpovedajucej sustavy, nazyvame ich elementarne riadkové operacie (d’alej ERO). St to:

1. EROI Vzijomna vymena riadkov: R; < R; (i-ty riadok vymenime s j-tym riadkom)

2. ERO2 Nasobenie niektorého riadku nenulovym ¢islom: R; := aR;, kde a # 0 (kazdy prvok
i-teho riadku vynasobime ¢islom «)

3. ERO3 Pripocitanie nasobku niektorého riadka k inému riadku: R; := R; + aR; (ku kazdému
prvku v i-tom riadku pripocitame a-nasobok prvku j-teho riadku leziaceho v prislusnom

stipei)
Priklad 1: Rieste sustavu linearnych rovnic GEM aj GJEM:
—3x1 + 2x, +5x3 =0
—X1— Xy +x3=1

4x, + 2x, + 2x3 = 4



NapiSme najprv rozsirent maticu sustavy:

-3 2 5]0
(—1 -11 1>
4 2 24
Upravujme rozsireni maticu sustavy pomocou ERO. Pri GEM upravujeme maticu na stupiiovita
maticu:
<—3 2 50) “’1 (—3 2 50) - (—32 5 0) -
-1 -1 1|1 . -1 -1 1]1 — 1 1 —-1[-1
s 2 2dd)BemaRe\yn gl TR gl )
1 1 -1]-1 ~ 1 1 -1]-1 ~ 1 1 —-1]-1
(—3 2 5 0>R2:=R2+3R1<0 5 2_3>R3:=R3—2R1<0 5 2—3)
2 1 1l 2 2 1 112 0 -1 314
~ 1 1 -1-1 ~ 1 1 -1]-1
RZ(_)R3<0 -1 3 4>R31=R3+5R2<0 -1 3 4)
0 5 2I-3 0 0 17117
Matica je v stupniovitom tvare a rieSenie sustavy dostaneme z tejto upravenej matice:
X1 +x, —x3=-1
—x; +3x3 =4
17x; = 17

Z poslednej rovnice dostaneme: x; = 1. Dosadenim za x5 do druhej rovnice dostaneme x, = —1
a dosadenim za x3; a za x, do prvej rovnice dostaneme x; = 1. Sustava ma jediné rieSenie,
zapiSeme: P = {(1,—-1,1)}.

Pri GJEM upravujeme d’alej aZ na redukovant stupfiovita maticu, z ktorej rieSenie okamzite vidno:

(—3 2 50) (1 1—1—1) ~ (1 1—1—1) _
1 -1 1|1)~~l0 =1 3| 4 0 -1 3| 4|p ._
R,:=—R R, :=—R
4 2 2la o o 17117/ 173\ o 1l 1/7? 2
1 1 —1]—1 N 1 1 —1]-1 _ 1 1 0[]0
0 1 -3-4|p ._p 13p.(0 1 0-1)p .cp +g,|0 1 01
o o 1l1 o o 1l1 o o 11
_ <1 0 o] 1
rich —prl0 1 o1
) R 0 0 1l
Cize
X1=1
x2=—1
X3:1

Pochopitel'ne rieSenie sustavy sme dostali to isté, tj. P = {(1,—1,1)}.

Dalej budeme pouzivat’ uz len GEM, ak nebude povedané inak.

Priklad 2: Rieste ststavu linearnych rovnic:
3x1+2x, +x3=2+1
X, +4x, +7x3 =14 —3i

X1 +3x, +4x3 =821



Upravme rozsirenl maticu sUstavy na stupiiovitu maticu:

32 1| 2+ - 1 4 7|14 - 3i - 1 4 7| 14 — 3i
1 4 714—3'i R, & R, 321 2+i. R, :=R, — 3R, 0 —10—20—40+1.0i)
1 3 418-2i 1 3 418—-2i 1 3 41 8-—2i
~1 (14 714—31’) - <1 4 714—31’) -
— 01 2(4—i e 0 1 2(4-i .
R, :=—R R;:=R;—R R::=R;+R
27107°\1 3 4lg—2i/77 77 M\o-1-3l-6+i/ 3 7
1 4 7|14-3i
0 1 2| 4-i
0O 0 —11 -2
Riesenie sustavy dostaneme teda z rovnic:
Xy +4xy +7x3 =14 —3i
x2+2X3=4—l
_x3:_2
Odtial: x3 = 2, x, = —i, x; = i. Ststava ma jediné rieSenie: P = {(i, —i, 2)}.

Priklad 3: Rieste sustavu linearnych rovnic:
3x1 - 2x2 + 3X3 == 3
—le + 3x2 - SX3 = _3

le + 2x2 - 4X3 == 11

Upravme roz§irent maticu sustavy na stupniovitu maticu:

3 -2 3|3 _ 1 1 =210 N 1 1 =210
—2 3 =5-3|p =g, +R,( -2 3 —5|-3|p,:=R, +R,|—2 3 —5|-3
2 2 —4l11 2 2 —4l11 0 5 —9| 8

_ (1 1 -210 _ 1 1-2]0
Ry:=Ry+2R (0 5 =973 |R;:=R; —R,|0 —9—3)
22 "o 5 —9lg/ "% \o 0o ol11

Podl'a posledného riadku stupniovitej matice by malo byt splnené (0x; + 0x, + Ox3; =)0 = 11,
¢o neplati a preto sustava nema rieSenie. Zapiseme: P = Q.

Priklad 4: Rieste sustavu linedrnych rovnic:
2x1 +2x, —6x3 =1
—2x1 + 3%, + 5x3 = —1
2x1 +7x, —7x3 =1

5x2_x3:0



Upravme rozsirenl maticu sUstavy na stupiiovitu maticu:

2 2 —-6| 1 2 2 -6| 1 2 2 -6| 1
-2 3 5|-1 ~ 0 5 —-1]0 ~ 0 5 —-1]0
2 7 =7 1|R2=R;+Ri\2 7 —71 1|Rs:=Rz3—Ry\0 5 —1] 0
0 5 —-1l0 0 5 —-1l0 0 5 —-1l0

- 2 2 -6|1
Ry:=R,—R,[0 5 —1] 0
R,:=R,—R,\0 0 0[]0

o o olo

Nulové riadky na spodku stupiiovitej matice indikuju, ze sustava ma nekone¢ne vel'a rieSeni.
Riesenim ststavy viak nie st vietky body priestoru R3. S to len tie body (x4, x5, x3) Z R3, ktoré
vyhovuji rovniciam:

2x1+2x2—6x3=1
SXZ_X3=0

Oznaéme x3; =t € R ako parameter (pri vybere parametrov je vyhodné, az vhodné ako
parametre volit’ tie premenné, ktorym zodpoveda stipec bez pivota). Potom z druhej rovnice

: t . . , 1, 14 o , .
mame: X; = .. Z prvej rovnice ziskame: xq :E+?t' RieSenim sustavy je teda: P =
1,14, ¢
(G+Zeit);ter).
Skuska spravnosti:

1 14 2 28 2 30
2(—+—t)+—t—6t=1+—t+—t——t=1

2 5 5 5 5 5
2(1+14t)+3t+5t— 1 28t+3t+25t— 1
2 5 5 B 5 5 5
2(1+14t)+7t 7t—1+28t+7t 351,“—1
2 5 5 B 5 5 5
5 ‘ t=t—-t=0
= = =
Priklad 5: Rieste sustavu linearnych rovnic:
31 +2x; —x3—4x, =0
—5x1 — X + 3x3 + 2x4 =2
2X1 — Xy — 2X3 + 2x4 = —2
x1+3x2+X3_6X4=2
Upravme rozSiren maticu sustavy na stupioviti maticu:
3 2 -1-4]0 1 3 1 -6| 2 1 3 1 —6| 2
-5 -1 3 2| 2 ~ -5 -1 3 2| 2 ~ 0 14 8 —128| 12

2-1 -2 2|-2|RioR| 2 -1 -2 2|-2|R2=Rz+5Ri| 2 -1 -2 2|-2
1 3 1 -6l2 3 2 -1-410 3 2-1-4|0



0-7 —4 14|—6 |Ra:=Ry=3Ri| 0 -7 —4 14[-6 [R2:=3R,

1 3 1 —6| 2 1 3 1 —6| 2 5

0 14 8 —28| 12 ~ 0 14 8 —28| 12 1
Ry:=R —2R1

3 2 -1-4l0 0-7 —4 14l-6
1
0

3 —6] 2 - 1 3 1 —6|2

7 4—14 6 \R,:=R, +R,[0 7 4—14| 6
0-7 —4 14|-6 g ._p L g |0 0 0 0] 0
0-7 —4 14l-6 0 0 0 olo

Sustava ma nekonecéne vela rieseni. Riesenim st vietky body (x4, X5, X3, x4) Z R*, ktoré vyhovuji
rovniciam:

X1+3X2+X3—6x4=2
7x2+4‘X3 - 14X4_ = 6

Za parametre zvolime premenné x5 a x4, tj. x3 = u € R a x, = v € R. Potom z druhej rovnice
dostaneme:

6 4
x2=§—7u+2v.

Dosadenim za x,, x5, resp. x, do prvej rovnice ziskame:

X1 = —;+7u.

e, . 5
Riesenim sustavy teda je P = {(—% + ;u,g — %u + 2v,u, v);u ERvE ]R}.

Priklad 6: Rieste ststavu linearnych rovnic:
X1+3X2_X3+SX4=2
—x1 — 3x, +2x3 —8x4, = —1

3x1 + 9XZ - 2X3 + 12.X4 =7

Upravme rozSiren maticu sustavy na stupfioviti maticu:

1 3 -1 5]2 - 1 3-1 5
-1-3 2 —8|-1|p =g, +Rr, (0 0 1 -3

2 ~
1JR,:=R;— 3R,

3 9 -2 1217 3 9 -2 1217
1 3 -1 5[2 - 1 3 -1 5]2
0 0 1-31|p.=p,—pg(0 0 1-31
o 0 1-31 o 0 o olo

Sustava ma nekoneéne vela rieSeni. RieSenim st vietky body (x4, X5, X3, x4) Z R*, ktoré vyhovuju
rovniciam:

x1+3x2—x3+5x4=2
X3_3X4=1

Za parametre zvolime premenné x, a x4, tj. x, = u € R a x, = v € R. Potom z druhej rovnice
dostaneme:



x3 =1+ 3v.
Dosadenim za x,, x5, resp. x, do prvej rovnice ziskame:
x; =3 —3u—2v.

RieSenim sustavy teda je P = {(3 — 3u — 2v,u,1 + 3v,v);u € R,v € R}

Hodnost’ matice:

Nech A € R™™(C™*™) a nech B je stupiiovita matica riadkovo ekvivalentna s maticou A (teda B
dostaneme z A po kone¢nom pocte ERO). Pocet nenulovych riadkov (pivotov) matice B sa nazyva
hodnost’ matice A.

Priklad 7: Uréte hodnost’ matice A, ak:

124
a) A= <2 1 0)
021

Aby sme nasli hodnost’ matice A, musime upravit' A na stupfioviti maticu:

124 - 1 2 4 - 1 2 4 - 1 2 4
210 R2:=R2_2R1 0_3_8 R2:=R2+R3 0_1_7 R3:=R3+2R2 0_1 _7

021 0 2 1 0 2 1 0 0-13

Pocet pivotov v stupiiovitej matici je rovny 3. Teda hodnost’ matice A je 3. Zapiseme: h(A) = 3.

120
b)A=<212>
401

Matica A je transponovana matica z prikladu 7a), teda:

12 4\T 120
210 =(212])
021 401

Upravme ju na stupnoviti maticu:

(1 2 O) ~ <1 2 0) ~ <1 2 0) -
212 . 0-3 2 . 0—-3 2 .
R, :=R, — 2R R3:=R3; — 4R R, :=2R
2 2 "\4 0 ’ ’ "\o-8 1/ ? 2

401 1 -
(1 20) _ (1 20) _ 1 2 0
0-6 4|p —r —r |0 2 3)p.:—Rp.+4r. {0 2 3
0—8 1/ 2 % P\g-g 1/ > \o0 0 13

Dostali sme: h(A) = 3. Vidime, Ze v tomto pripade plati, ze hodnost’ matice a hodnost’
transponovanej matice je rovnaka.

Pozn.:

Tento z4ver plati aj vo vieobecnosti, teda: ak A € R™*™(C™*™), potom h(4) = h(AT).



c) A=

S wo N
N R
O O - =

Upravme A na stupnovitu maticu:

2-31 -1-5-7 -1-5-7

0 11 ~ o 1 1 ~ 0 1 1 ~

3 2 8/Ri=Ri—Rs| 3 2 8 |Rs:=R3+3Ri|0-13-13 [Ra:=Rs+4R,

4 1 9 4 1 9 4 1 9
-1-5-7 -1 -5-7 -1 -5-7
0 1 1 ~ 0 1 1 ~ 0 1 1
0—13—=13 |R3:=R3+13R;,\ o 0 0 |R4+:=R4+19R,\ o 0 0
0—-19-19 0—-19-19 0 0 0

Mame teda: h(A) = 2.

Maticu z R¥>*™(C™™), kde n € N je také, ze n > 1, nazyvame riadkovy vektor. Maticu
z RM1(C™1), kde n € N je také, 7e¢ n > 1, nazyvame stipcovy vektor. Vektor obycajne
ozna¢ujeme X. Tymto ozna¢enim budeme rozumiet’ stipcovy vektor:

X1
- X2
xX=\ .
xn
Riadkovy vektor (x4, x5, ..., X,) bude transpoziciou stlpcového vektora X, ¢o zapiseme:

XT = (%1, Xg, o) Xp)-

S takymto oznadenim je zbytoéné pisat’ ¥ € R™*! alebo ¥ € C"*1. Jednoducho napiseme X € R",
resp. x € C".

Linearna zavislost’ a nezavislost’ v R™ a C™:
Nech vy, 75, ..., v, € R® (C") a ay, dy, ... , @ € R (C).

a,v; + a,v; + -+ a, v, sa nazyva linearna kombinicia vektorov vy, v,,...,v,. (Pozn.:
Nasobenie vektora skaldarom znamend, ze kazdy prvok vektora sa prendsobi skaldrom.)

Hovorime, ze k-tica {U;, U5, ..., Uz} je linedrne nezavisla, ak a 75 + a,7, + -+ @, = 0 =
a, =ay =+ =a, =0.(Pozn.: 0eR" (C™) je nulovy vektor, 1. 07 = (0,0, .,0))
—_————

n—Kkrat

Ak k-tica {vy, U5, ..., Uy } nie je linearne nezavisla, tak hovorime, Ze je linearne zavisla.

Priklad 8: Zistite, ¢i st nasledujuce vektory linearne zavislé alebo linearne nezavislé:

1 2 4
a) vi=|2],v={1],v3=(0
0 2 1



Trojica vektorov {v;, v,, 3} bude linearne nezavisla (d’alej LNZ) prave vtedy, ked”:
WU+ AUy + a3 =0 = a; =a, = az = 0.

Ak nie je LNZ, tak je linearne zavisla (d’alej LZ).

Upravme rovnost’ na l'avej strane implikacie:

0 1 2 4
0 :0:6‘(117—1)'{‘6‘(272_)"‘“317—3):“1 2 +a2 1 +a3 0
0 0 2 1

aq 2(12 4‘(13 aq + 20[2 + 4“3
=<2a1>+<a2>+<0)=< 20 + ay >
0 2a, as 2a; + ag

Pri vySetrovani LNZ, resp. LZ teda treba vyriesit’ sustavu linearnych rovnic:
a;+2a, +4a3 =0
21 +a, =0
200+ a3 =0

S nezndmymi @y, &,, a3 anulovou pravou stranou. Takato ststava mé prave jedno rieSenie
alebo nekonecne vel’a rieSeni. Ak ma jediné rieSenie, potom tym rieSenim je prave a; = a, =
a; = 0atedatrojica vektorov {v;, v5, 73} je LNZ. Ak ma nekonecne vel'a rieSeni, potom okrem
nulového rieSenia existuju aj d’alSie, nenulové rieSenia a trojica vektorov {vy,v,, v} je LZ,
inymi slovami je mozné niektory z vektorov vyjadrit’ ako linedrnu kombindciu ostatnych
vektorov.

VyrieSme ststavu GEM. Pri upravach nemusime vypisovat’ rozsirent maticu sustavy, pretoze
prava strana je nulové a ziadna ERO ju nezmeni. To znamen4, Ze upravujeme maticu sustavy

124
A=(210
021

pomocou ERO dovtedy, kym nedostaneme stupiiovitli maticu. To sme pre maticu A uz urobili
v priklade 7a) a dostali sme:

124 1 2 4

210])~..~{0 -1 -7

021 0 0-13

a; +2a, +4a3 =0

Odtial’ mame:
—0(2 — 70(3 = O

—13a; =0

Tomu vyhovuje jediné rieSenie: a; = @, = a3 = 0 a teda trojica vektorov {v;, v,, 73} je LNZ.

b) v/ =

O 0 - =



Z predchadzajuceho prikladu vyplyva, ze vySetrit LNZ, resp. LZ vektorov vy, v,, V3 znamena
vyriesit’ sustavu linearnych rovnic s nulovou pravou stranou, v tomto pripade nasledujicu
sustavu:

21 — 30, +az =0
a, +az; =0
3a; +2a, +8a3 =0
4a; +a, +9a3 =0

Vyriesme sustavu GEM. Pri Gipravach nemusime vypisovat’ rozSirenti maticu sustavy, pretoze
prava strana je nulova a ziadna ERO ju nezmeni. Pre maticu tejto sustavy sme to uz urobili
v priklade 7c) a dostali sme:

2-31 -1-5-7

0 1.1}_ (O 1 1

3 2 8 0 0 0

4 1 9 0 0 0
Odtial’ mame:

- — 5“2 - 7“3 = 0
az + a3 = 0

Ak a; = p je parameter, tj. l'ubovol'né realne Cislo, tak @, = —p a @y = —2p. Sustava ma

teda nekonecéne vela rieSeni: P = {(—2p, —p,p); p € R} atrojica vektorov {v;,v5,v3} je LZ.
Pozn.:

To, ze {v;,v,,v3} je LZ, implikuje, Ze niektory z vektorov mdzeme vyjadrit’ ako lineadrnu
kombinaciu ostatnych vektorov. Je tomu skutocne tak, pretoZe z rovnice:

0 = a1v; + ayv, + azv; = —2pv, — pu, + pus
dostavame pre nenulové p:
-2, -V, +v; =0

ateda napr.: v; = 2v; + V5. Inymi slovami vektor U5 je kombinaciou dvojnasobku vektora
v, a jednonasobku vektora v,.

To je mozné 'ahko overit:

2V + v, =2

B W o N
o OO B>
O 0 =

Pozn.:

Ulohy z prikladov 7 a 8 indikuji, Ze hodnost’ matice vlastne uréuje maximélny podet linearne
nezavislych stipcov matice a pretoze plati h(4) = h(AT) pre akiikoI'vek maticu A4, tak vlastne
hodnost’ matice sucasne urcuje aj maximalny pocet linearne nezavislych riadkov matice. Je
tomu skutocne tak.



