PRIEBEH FUNKCIE

Priklad 1: Vysetrite priebeh funkcie

x’+x—-1

f(x)=x2—2x+1

Riesenie:

Pri vySetrovani priebehu funkcie musime kompletne naplnit’ desatkrokovy postup:
1. Urcit definicny obor funkcie, ndjst nulové body a priesecnik grafu funkcie s 050U 0,
Predpis funkcie mézeme upravit’ na tvar:
x2+x—-1 x2+4+x-1
f(x):x2—2x+1: (x —1)2
Z toho okamzite vidno, ze D(f) = R\ {1} = (—o,1) U (1, o).
Nulové body funkcie f st také, e f(x) = 0. Rie$ime teda rovnicux?+x—1=0. Tomu
-1- \/— 1+\/_

vyhovuje x; = <0ax, =
A= (x,0),B= (xZ,O).
Priese¢nik grafu funkcie s osou 0y, je bod € = (0, £(0)), teda € = (0, —1).
2. Vysetrit parnost, neparnost funkcie, zistit, i je funkcia periodicka:

Z asymetrickosti definiéného oboru vyplyva, ze funkcia nie je parna, ani neparna a nie je ani
periodicka.
3. Vysetrit spojitost funkcie, asymptoty bez smernice:

Funkcia je spojita (ide o podiel spojitych funkcii). Funkcia ma asymptotu bez smernice (d’alej
ABS) x = c, ak plati:

> 0. Prislusné priese¢niky grafu funkcie s osou O, su body

lim f(x) = too alebo llm f(x) = too.

x—>c+
V tomto pripade ABS je priamka x = 1, pretoze:
| )= l x2+x—1 - x*+x-1_"1"
—_— _— - = m
xI—IHf(x M2 —2x+1 4 (x—1)2 0+

4. Vypocitat derivaciu funkcie a urcit intervaly monotonnosti:

To sme v tomto pripade uzZ urobili v priklade 6a) z cvic¢enia 9:

F1) = o
(x—1)%
Intervaly monotonnosti funkcie: Funkcia je klesajtica na intervale (—oo, 1/3) a na intervale (1, o).
Funkcia je rastica na intervale (1/3,1).

5. Najst extrémy funkcie:

Znovu priklad 6a) z cvicenia 9:

Funkcia ma v bode é ostré lokalne minimum s hodnotou f (é) = — %. Tomu zodpovedajuci bod

na grafe oznac¢me D, teda D = (1/3,-5/4).
6. Vypocitat druhu derivaciu funkcie a zistit, kde je funkcia konvexna, konkavna:
To sme v tomto pripade uz urobili v priklade 8a), resp. v priklade 11a) z cvicenia 9:

6x
(x—1)*
Funkcia f je konvexna na (0,1) a na (1, ), funkcia f je konkavna na (—o, 0).
7. Ndjst inflexné body funkcie:
Priklad 11a) z cvicenia 9:
Inflexny bod funkcie f sa nachadza v 0. Tomu zodpovedajuci bod na grafe je bod C.

f'x) =



8. Vypocitat limity funkcie v oo, v —oo a urcit asymptoty so smernicou funkcie:

1 1 1 1
- e x2+x_1_ . x2(1+z—ﬁ)_ . 1+E_F_1_
lim f(x) = lim ————— = lim = lim ———=-=1
xX—00 x—m0x2 —2x +1 x—>°°x2(1_§+i) x_’°°1_g+i 1
X x2 X x2
1 1 1 1
. o x2+x—1 o X2(1+E—F)_ ] 1+E_F_1_
lim f(x) = lim ————= lim = lim —=——=-=1
X——00 xo—ox2 —2x + 1 x—»—ooxz(l_g_l_i) x—>—ool_z+l 1
X x2 X x?

Asymptota so smernicou (dalej ASS) je priamka y = kx + q. ASS pocitame v oo @j V —oo,
V pripade, ze ;im f(x) =q € R, ASS Vv  je priamka y = q (podobne ak xlir_n f(x) =q€R,
ASS v — je priamka y = q). V tomto priklade ma funkcia f ASS v o aj vV —co rovnaku a to
priamku y = 1.
AK lim f(x) = t, tak k, q ziskame z nasledujucich limit:

X—00

k = lim @,
x—-oo X

q = lim f(x) — kx.

X—>00

Ak je niektora z tychto limit nevlastna, funkcia nema ASS v oo.
Podobne, ak lim f(x) = too, tak k, g ziskame z nasledujucich limit:
xX——00

k = lim @,
xX—>—0 X
q = lim f(x)— kx.
X——00
Ak je niektora z tychto limit nevlastnd, funkcia nema ASS v —oo.
9. Urcit H(f):
Ur¢it H(f) je mozné aj na zaver z grafu funkcie. V tomto pripade body 3., 4., 5. a 8. indikuj,

7e f mé v bode 7 globalne minimum a ze H(f) = (—% oo).

10. Nacrtnut graf funkcie f:
f(x)
10

9

8
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Priklad 2: Vysetrite priebeh funkcie

Inx

f(X)=\/§

RiesSenie:

1. D(f) = (0,0). Nulové body: x = 1. Priese¢nik grafu funkcie s osou 0, je teda bod A =
(1,0). Graf funkcie nema prieseCnik s 0sou 0,,, pretoze funkcia je definovana pre x > 0.

2. Defini¢ny obor nie je simerny podl'a pociatku, z ¢oho vyplyva, ze funkcia nie je parna, ani
neparna a nie je ani periodicka.

3. Funkcia je spojita (ide o podiel spojitych funkcii). ABS funkcie f je priamka x = 0, pretoze

plati:
lnx n i m n

)= = e -
4. Z prikladu 6b) z cvi€enia 9 mame:
2—Inx

F=an
Intervaly monotonnosti funkcie: Funkcia je rastica na intervale (0, e?).
Funkcia je klesajlica na intervale (e?, ).

5. Znovu z prikladu 6b) z cvicenia 9:
Funkcia ma v bode e? ostré lokdlne maximum s hodnotou f(e?) = % Tomu zodpovedajuci
bod na grafe je teda B = (e?,2/e).
6. Z prikladu 8b), resp. z prikladu 11b) z cvi¢enia 9 mame:
3lnx—8
4x5/2

f) =

Funkcia f je konvexné na (e®/3, ) a konkdvna na (0, e%/3).
7. Z prikladu 11b) z cvi¢enia 9:
Inflexny bod funkcie sa nachddza v e®/3. Tomu zodpovedajici bod na grafe je bod ¢ =

(68/3’8/ (3 88/3))_
mxL'H p

8. lim f(x) = lim —= lim 4 = lim = =0
X—00 x>0 VX = x—->o m x>0 VX
Cize ASS v  je priamka y = 0.
9. Body 3., 4., 5.a8. indikuju, Ze f ma v bode e? globalne maximum a ze H(f) = (—oo,3>.

e
10. Graf funkcie:

f(x)

B
A o C4

0f1 2 3 456 7 8 91011121314151617181920

I IACERY. NERY; B VR U N RN

i
(=}



Priklad 3: Vysetrite priebeh funkcie
f(x) = xarctgx
Riesenie:

1. D(f) = R.Nulové body: x = 0. Priese¢nik grafu funkcie s 0sou 0, (a suCasne s 0sou 0,) je
bod A = (0,0).
2. Defini¢ny obor je simerny podl'a pociatku. Vysetrime, ¢i je funkcia parna alebo neparna.
f(=x) = —xarctg(—x) = (—x)(—arctgx) = xarctgx = f(x)
Funkcia je parna. Nie je neparna, pretoze: f(—1) = % = f(1).
Funkcia nie je periodicka, pretoze ma jediny nulovy bod.
3. Funkcia je spojita (ide o sucin spojitych funkcii). ABS funkcia f nema.
4. Vypocitajme derivaciu funkcie f:

f'(x) = arctgx +

x
1+ x%
Zrejme f'(0) = 0. AK x < 0, tak arctgx < Oateda f'(x) < 0. Ak x > 0, tak arctg x > 0 a teda
f'(x)>0.
Intervaly monotonnosti funkcie: Funkcia je rastica na intervale (0, o).
Funkcia je klesajuca na intervale (—oo, 0).

5. Funkcia ma teda vbode 0 ostré lokalne minimum shodnotou f(0)=0. Tomu
zodpovedajuci bod na grafe je bod A.

6. Vypocitajme druht derivéciu funkcie f:

1 +1+x2—2x2_1+x2+1—x2_ 2
1+ x? 1+x2)2  (1+x2)2 (1+x2)?

) =

Zrejme f"'(x) > 0 pre kazdé x € R, preto je funkcia f konvexna na celom D(f).
7. Z0 6.bodu vyplyva, ze funkcia nema inflexny bod.
8. lim f(x) = lim xarctgx = oo
X—>00 X—>00

lim f(x) = lim xarctgx = o
X—>—00

X——00

Vysetrime najprv ASS vV oo:

X T
k = lim —— = lim arctgx = —,
x—o0 X xX—00 2
e T . arctgx —
q = lim f(x) — —x = lim xarctgx — —x = lim x (arctgx - —) ="00.,0" = lim ————~
X—00 2 X—00 2 X—00 2 X—00 1
x
1 2
nano 5 —x
= Hopjm 25X _ gy = -
= x> __1 x—00 1 + x2
2
Teda ASS v oo je priamka y = Zx — 1.
Vysetrime teraz ASS vV —oo:
x T
k = lim ]2 = lim arctgx = ——,
x—>—00 X X——00 2
T T /s
q = lim f(x)+—-x= lim xarctgx+—x = lim x(arctgx + —) ="—00.0"
tgx + = ! 2
arc gx —_— n n 12 _2 _x
=lim—2=—LHlim1i=lim =—
xX——00 1 = X—>—0 __1 x——o 1 + xz
X x2

Teda ASS v —o je priamka y = —Zx — 1.



9. Body 3., 4., 5. a8. indikuju, ze f ma v bode 0 globalne minimum a Zze H(f) = (0, ).
10. Graf funkcie:

(x)

4

Dalia literatira k cvi€eniu, z ktorej moZete Eerpat’, sa nachadza na stranke predmetu:
http://matika.elf.stuba.sk/ KMAT/Matematikal/ParalelkaC

Ide o subor:

1. Riesene_priklady9-10.pdf

http://matika.elf.stuba.sk/KMAT/Matematikal/ParalelkaC?action=AttachFile&do=get&target=
Riesene priklady9-10.pdf

Konkrétne si prejdite: 13.-16.priklad.
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