POSTUPNOSTI, NEKONECNE RADY

Priklad 1: Uréte nasledujaci ¢len postupnosti {a,, }o-q, ak a; = 0,9; a, = 0,99; a3 = 0,999. Najdite
vSeobecny predpis postupnosti a,, tj. vyjadrite a,, explicitne.

Riesenie:
Ked'ze:

a1 = 0,9

a, = 0,99

as; = 0,999

zrejme a, = 0,9999. Explicitne n-ty ¢len postupnosti:
1 n
a, = 1-— (E) .

Priklad 2: Napiste prvych pat’ ¢lenov postupnosti {a,}s-;, kde a,, = (=1)™*1 + cos(nn).
RiesSenie:
Ked'ze cos(nm) = (—1)" pre n € N, tak predpis a,, mozno upravit’ nasledujiicim spdsobom:
a, = (D" + cos(nn) = ()" + (- = (-D*(-1+1) =0.
Z toho vyplyva, Ze vSetky prvKy tejto postupnosti st nulové a teda:
a,=a, =az; =a4 =as=0.

_ 14+243+4n  n 1

Priklad 3: Upravte predpis postupnosti {a, };-,, kde a,, = — 7 =75 Qk=1k) — g

Vypocitajte hodnotu a,, pre n = 498.
Riesenie:

Sucet prvych n ¢lenov aritmetickej postupnosti {k};=q, fj. Xr—1k =1+ 2 + 3 + --- + nje rovny:

n
nn+1)
2k=1+2+3+~-'+n=T.
k=1
Z toho vyplyva, Ze:
_n(n+1) n_n(n+1 1)_n<n+1—n—2)_ -n
T om+2) 2 2\n+2 2\ n+2 " 2n+2)
Preto:
—498 —498
= —0,498.

@498 = 50498 +2) _ 1000

Priklad 4: Nech q € R je také, ze g # 1. Ukazte, ze postupnost’ {s,}n, suctov prvych n ¢lenov
geometrickej postupnosti {g*~ 1}y, ma predpis s, = % Akt postupnost’ {s,, }y=1 suctov prvych
n ¢lenov geometrickej postupnosti dostaneme pre g = 1?

Riesenie:



Pre q¢ # 1 ma postupnost’ su¢tov geometrickej postupnosti {g*~1}7., nasledujuce ¢leny:
s =1,
s;=1+gq,
ss=1+q+q?

Sp=14+q+qg*+-+q¢"1,

Delenim polyndmov g™ —1a g — 1 pre n € N, n > 1 napr. Hornerovou schémou dostaneme:

1 0 0 -1
1 1 1 1
1 1 1 | 0
tj.:
1—q™ B q"—1

T=¢ ~q-1 =q" 14+ q" P+ g+ 1

Skutocne teda pre g # 1 mame:

_1-4"
Sn 1_q
Pre ¢ = 1 bude:
51:1,
s, =1+1=2,

s;=1+14+1=3,

Sp=1+1+1+--+1=n,

n—krat

Teda pre g = 1 bude postupnost'ou stctov prvych n ¢lenov geometrickej postupnosti aritmeticka
postupnost’, tj. {n}r;.

Priklad 5: Ukazte z definicie, Ze limita postupnosti z prikladu 1 je rovna 1, tj. ze plati:

1 n
lim 1 - (—) =1
n—oo 10
Riesenie:
Postupnost’ {a, };=; je konvergentnad a lim a, = a € R prave vtedy, ked pre kazdé redlne ¢islo
n—-oo
€ > 0 existuje prirodzené Cislo n, také, Ze pre kazdé prirodzené ¢islo n > ng plati: |a, — al < ¢.
Nech & > 0 je Tubovolné redlne cCislo a ny = [—loge] (tj. horna cela Cast z —loge).
Poznamenajme, ze ak € > 1, tak —loge < 0 a teda za n, je mozné vybrat’ 1. Pre kazdé prirodzené
¢islo n > ny plati:
1
n>ny = [—logel = —loge = logg.

Po tprave:

11
10™ > 10'°8 = =
&



Odtial

n n

) == =[5 ) o 1

Kedze € > 0 bolo l'ubovolI'né, tvrdenie je dokazané.

>1_|1
T ETT

Priklad 6: Vypocitajte limitu postupnosti {a, };r-4, ak:

-n

A =
Riesenie:
. -n ) -n ) -1 -1 -1 1
lim = lim ——— = lim = - - _Z
noeZn+ 4 ”*°°n(2+i) e+ lim2+s 240 2
n n  noowo n
g—4m
b) - an = i
Riesenie:
. 8 — 4" . 4(2 — 4™ . 2 . 4n1 21 ( 1 )”‘1 . (2
im——— = lim ———= = lim — lim ——=21lim |— — lim (-
n—oo 7n—12n+1 n—oo 4_(14_n—1) n—-oo ]_4”_1 n—-oo 1411—1 n-o \14 n—oo \7
=0-0=0

c) a,=vVn?+3n—n
Riesenie:
_ . (\/n2+3n—n)(\/n2+3n+n) ~ (n? +3n) —n?
lim vV/n?2 +3n—n= lim = lim
n—o n-—oo VnZ+3n+n noeo | 3
n (1 + T_l) +n

, 3n 3 3 3
= lim =

n—cw T VTro+1 2
o(fr+2+1) mmfraden Y
n—oo

Riesenie:

lim 5 (n i 1)2 o (%) =5 <lim (wf) lim —Sin (%)

T
n—oo n . n—oo n n—-oo .
Sin (7) Sin (7)

1 2 Sin(#)
=5<1im (1+2) ) lim — 2~

n—oo n n—-oo -
sin (2 —2n+1)

. Vs
) N 4

-

=5(1+0)?{ lim =5 lim =
7 2 sin (2,7;1) cos (2,7111) 7% 2 cos (2:111) Z cos

0 2



1-3n
e) a,= (1 + i)
Riesenie:

Pri vypocte vyuzijeme znalost’ limity:

1 n
lim (1 + —) =e.
n—-o0o n
Pocitajme:

131730 11~ 3n)jn 1\*\ 4
lim (1 + —) = lim (1 + ) = lim <<1 + —) )
n—oo 4n n—oco 4n n—oo 4n

1-3n

1 4n 7&3% 4n
= <11m (1 + —) > — o 3/4
n—-oo 4n

Priklad 7: N4jdite sucet radu

oo
S e g

n=1

Riesenie:

Oznaéme a, = e" —e ™! kde n € N. Nekone¢ny rad ¥, a,, je konvergentny, ak ma
konecny stcet, tzn. ak postupnost’ ¢iastocnych suctov radu {s, };—, je konvergentnd. Najdime n-
ty ¢iastocny sucet radu:

s;=a;=e 1—-¢f
s;,=a;ta,=el—e+te2—el=¢g"2-¢0
ss=a;ta,taz=e lt—eV+e?2—elteB3—e2=¢3-0¢"

Sp=a;+a,+-ta,=e l—eVt+e 22—l idet—eMl=pn_g0

Teda s, = e™™ — e°, ¢o vieme ukazat’ matematickou indukciou.
Plati:
lims, = lime™—e=0-1=-1
n—-oo n—->oo

Sucet radu je teda rovny —1.

Priklad 8: N4jdite sucet geometrického radu Y-, ag™ !, ak a € R a kvocient g € R je taky, ze
lql < 1.

Riesenie:

Oznacme a,, = aq™ !, kde n € N. Najdime n-ty ¢iastoény sucet radu, pomdzeme si zavermi
z prikladu 4:
s;=a;=aq’=a
S, =a1+a,=a+aq=a(l1+q)
ss=a;ta,+az;=a+aq+aqg?=a(l+q+q?

sp=a;+a,+-+a,=a+aqg+aqg*+--+aq" ' =a(l+q+q¢*+--+q")

Teda s, = a(1 ) a plati:



a
limg"=———0=

y 1 1—gq" _ a I a . a
o = R0 B 1m1 nl—r>rolol—qq _1—q_1—qn—>oo 1—gq 1—¢q

n—oo n—oo 1-— q n-oo ]l —q

Stiget geometrického radu Y2, ag™t s kvocientom |g| < 1 je rovny —.
g ql < 1jerovny =

4n+1

Priklad 9: Najdite sucet radu Y5 —— o

Riesenie:
Rad je geometricky s kvocientom q € R takym, Ze |q| < 1. UkaZeme:

Z4n+1 O 424 O 1647 i 16 (4"t
5n15 L, 5 5n1 ?(E)

n=1 n=1 n=1
Teda mame geometrlcky radsa = 15—6 aq=- Podl a prikladu 8 potom plati:
0 ) 16 16
4t 164"1 5 _ 5 _
5n ?(E) L4 5-4
=1 =1 5 75

Sucet tohto radu je teda rovny 16.

3( 1)n+3

Priklad 10: Najdite sicet radu 377 ——=5—

Riesenie:

Rad je geometricky s kvocientom q € R takym, ze |q| < 1. Ukazeme:

DG e )

n=1 n=1 n=1
Mame teda geometricky radsa =3aq = — %. Podl’a prikladu 8 potom plati:
o o 18
3(_1)n+3 _ ; 1 n—1 _ 3 _ F ~ 18
Z 611 _Z (_E) L1777
n=1 n=1 1+ 5 6

Sucet tohto radu je teda rovny g.

742"

Priklad 11: Najdite sucet radu Y71 -

Riesenie:

Na ngjdenie stctu tohto radu vyuzijeme tvrdenie:
Nech ¥ a, a Y5, b, su konvergentné rady, potom aj rad Y,—,(a, + b,) je konvergentny

a plati:

Z(an+bn) = Zan+2bn.
n=1 n=1 n=1
Mame:
742 e 7 S e 7 o1y 7 T e 2 2\t
Z gn+l Z gt T Z gn+l Z 323n-1 T Z 323n-1 25(5) + Z 5(5)
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1 n=1 n=1

-1, L 7 1 .
Jje geometricky rad s a = 5 g =3 amasucet:

Rad 2713(3)’



P 7 7
-1 — —
zZ(l)n __9 _9_7
9\3 17276
n=1 3 3
2 2\~ 2
Rad Yn=1j (5) je geometricky rad s a = - a q =3 amasudet:
o 2 2
-1 = =
ZE(Z)” __9 _9._2
9\3 -2 173
n=1 3 3
Celkovo teda dostdvame:
o7+ 2" 7<1)”‘1+§:2<2>"‘1_7+2_11
3ntl - £,9\3 9\3 6 3 6
n=1 n=1 n=1
Priklad 12: N3gjdite sucet radu
i n+3
2n—1
n=1
RieSenie:
Rad Y 1 me je konvergentny, pretoze nespiiia nutnii podmienku konvergencie:
Ak nekonec¢ny rad Y5, a, je konvergentny, tak lim a, = 0.
n—-oo
Vypocitajme:
3 3
n+3 n(1+5) o 1+2 140 1
lim a, = lim =lim——<=lm——=——==-%0
n—coo n-o2n—1 n—co 1 n—oo 1 2—0 2
n{2— E 2 — Z

Pretoze lim a, # 0, rad Z;’f;ln—ﬁ je divergentny.
n—oo 2n-1

Poznamka:

Opacna implikacia k nutnej podmienke konvergencie vo vSeobecnosti neplati, tzn.: ak lim a, =

n—-oo

0, to eSte neznamena, Ze rad ),;_; a, je konvergentny.

DalSia literatira k cvifeniu, z ktorej moZete Eerpat, sa nachadza na stranke predmetu:
http://matika.elf.stuba.sk/KMAT/Matematikal/ParalelkaC

Ide o subor:
1. Riesene_priklady11-12.pdf

http://matika.elf.stuba.sk/KMAT/Matematikal/ParalelkaC?action=AttachFile&do=get&target=Ries
ene priklady11-12.pdf

Konkrétne si prejdite: 1.-8.priklad.
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