NEKONECNE CISELNE RADY

Definicia. -
Nech {a,}22, je postupnost redlnych cisel. Vyraz ay +ag+---+an+---= >, ap
n=1

n
sa nazyva nekonecny ¢iselny rad. Cislo s, = ay +as + -+ +ap, = Y. ap nazjva
k=1
n-ty ciastocny sucet radu. Postupnost {s,}32; sa nazgva postupnost ciastoénych
suctov radu.

o0

Definicia. Nekonecny ciselny rad > a, sa nazgva konvergentny, ak je konver-
n=1

gentnd postupnost ciastocnych sictov radu {s,}22 ;. Cislo s = lim s, sa nazgva

n—oo
sucet radu. Ak je postupnost ¢iastocénijch suctov divergentnd, tak rad sa mnazijva

divergentny.

o0 oo
Geometricky rad > ag" ™! (Z aq”)

n=1 n=0

Veta. Nech a € R\ {0}, q € R. Geometricky rad je konvergentny prdve vtedy, ked
lq| < 1. Sucet radu je s = 1L.

—q
Dokaz. Nech q # +£1,0, a € R.
1 — g™
VnEN:sn:a+aq+aq2+---+aq”_1:a1 q
—4q
(sgna)oo g>1
1—¢qg" a
LY N T
# q<-1
Ak ¢ =1, tak s, =na = lim s, = lim na = (sgna)oc.
n—oo n—oo
Ak ¢ = —1, tak s9, =0, Sop_1 =a = # lim s,.
n—oo

Vlastna limita postupnosti ¢iastoénych siuctov radu existuje <= |q| < 1
— nekonecny ¢iselny rad je konvergentny prave vtedy, ked |q| < 1.

Veta. Nech > a,, Y. b, su konvergentné rady a nech ¢ € R. Potom aj rady

n=1 n=1

o0 o0
> (an +bn), > cay su konvergentné a plati:

n=1 n=1
oo oo oo
(an+ba) = > an+ ) bn
n=1 n=1 n=1
o0 oo
S ean =3 an
n=1 n=1
o0 o
Veta. Nechk € N. Rady > a,, Y. ay budsiucasne konverquji alebo diverguji.
=1 =k+1
- - n n=~k+
Ak s= > an, tak > ap=a1+as+---+ar+s.
n=k+1 n=1



Veta (Nutna podmienka konvergencie).

oo
Ak rad > a, je konvergentny, tak lim a, = 0.
n=1 n—00

o0
Dokaz. Nech > a, je konvergentny rad = lim s, = s € R, a, = Sy, — Sp—1

n=1 n—o0
= lim a, = lim (s, —sp—1) = lim s, — lim 5,1 =s—s=0.
n—oo n—od n—oo n—oo

RADY S NEZAPORNYMI CLENMI

o0
Ak Vn € N: a,, > 0, tak postupnost {s,}°2 ¢iasto¢énych suctov radu > a, je
n=1
neklesajica, t.j. 3 lim s, € Ry U {co}.
n—oo

Veta (Porovnavacie kritérium). Nech Vn € N: 0 < a, < b,. Potom plati:

o0 o0
(a) Ak > b, je konvergentny rad, tak ) a, je konvergentny rad.
n=1 n=1

(> b, sa nazgva majorantny rad k radu Y a, ).
n=1 n=1

o oo
(b) Ak > a, je divergentny rad, tak > b, je divergentny rad.
n=1

n=1

o0

Dokaz. (a) Nech > b, je konvergentny rad a nech {r,}>2; je postupnost Cias-
n=1

toénych suctov radu. Postupnost je neklesajica a lim r, = r € R = Vn €

n—oo
N:r, <r.
o0

Nech {s,,}52 je postupnost ¢iastoénych siuctov radu » a,. Postupnost je nekle-
n=1
sajuca, Vvn € N : a, < b, = s, <r, <r,t.j. zhora ohranicend = 4 lim s, =

n—oo

s€ R =rad ) a, je konvergentny.

n=1

x 1
Pozndmka. Rad — Jje konvergentny, ak a > 1, divergentny, ak a < 1. Rad
n

n=1
o0
> — sa nazyva harmonicky rad.
n=1

Veta (D’Alembertovo limitné kritérium). Nech > a, je rad s kladngmi

n=1
a
clenmi, nech 3 lim — =1 (r € R U{oc}). Potom plati:
n—oo Ay,

(a) Ak 0 <1 < 1, tak je rad konvergentny.
(b) Ak r > 1, tak je rad divergentny.

o0
Veta (Cauchyho limitné kritérium). Nech ) a, je rad s nezdpornymi clenmi,
n=1
nech 3 lim /a, =r (r € R§ U{co}). Potom plati:
n—oo
(a) Ak 0 <r <1, tak je rad konvergentny.
(b) Ak r > 1, tak je rad divergentny.



ABSOLUTNA A RELATIVNA KONVERGENCIA

o
Definicia. Nekonecny ciselny rad > a, sa nazgva absolitne konvergentny, ak
- n=1
> lan]| je konvergentny rad.
n=1

Veta. KazZdy absolutne konvergentny rad je konvergentny.

Veta (Leibnizovo kritérium pre rady so striedavymi znamienkami).

Nech {a,}5%, je nerastica postupnost nezdpornych cisel a nech lim a, = 0. Po-
n—oo

o0
tom Y (=1)"a, je konvergentny rad.
n=1

o0 o0
Definicia. Ak rad ) a, je konvergentny a rad »_ |ay| je divergentny, tak hovo-

n=1 n=1
o
rime, Ze Y ay je relativne konvergentny rad.
n=1
MOCNINOVE RADY
Definicia. Nech a,ag,a1,a2,...,0,, -+ € R. Vyraz
o
ao+ai(x —a)+ax(r—a)+--+a(r—a)"+---= > ap(x —a)®
n=0
sa nazyva mocninovy rad. Cislo a sa nazyva stred radu, ¢isla ag,ai,as,...,an, ...

koeficienty radu.

Obor konvergencie mocninového radu Og: mnozina vSetkych x € R, pre ktoré
dany rad konverguje.

Pozndmka. Kazdy mocninovy rad konverguje vo svojom strede, a € Ok

Veta.
oo

1. Ak mocninovy rad > an(xz — a)™ konverguje v bode x1 # a, tak konverguje
n=0
Ve e R: |x —al <|z1—al.

2. Ak mocninovy rad _ an(z — a)” diverguje v bode o, tak diverguje

n—
Ve € R: |ze —al < |z — al.

Veta. Pre mocninovy rad nastava prave jeden z nasledujicich pripadov:

1. rad konverguge len pre x = a (Ox = {a}).

2. rad konverguje pre Vx € R (Og = R).

3. Jo € (0,00) také, Ze na intervale (a— o, a+ o) rad konverguje, na R\ (a— o, a+ o)
diverguge ((a — 0,a + 0) C O C (a — p,a + 0)).

0o — polomer konvergencie radu
Ik = (a — p,a + p) — interval konvergencie radu

o0
Veta. Nech o je polomer konvergencie radu > a,(z — a)™ a nech funkcia

n=0
0o

s: (a—o0,a+0) — R, s(x) = > an(x —a)™ je sicet radu. Potom s je spojitd
n=0

funkcia, md derivdcie vsetkych radov a plati:

Vee(a—o,a+po): sP(2)= Zn(n— D...(n—k+Dan(z —a)" %, ke N.
n=~k



