Priklady z matematiky 1

1 Prvy tyzdei
1.0.1 Komplexné ¢isla.
V cviceniach 1 - 5 uréte goniometricky tvar komplexného ¢isla z, ak

1. z=3.[z=3(cos0+ isin0)]

2. z=—-T.[z="T(cosT + isinw)]

3. z=1-—1iV3. [Z—Q(COS( g) +z’sm( 3))}
4. z=-1+1. [z (cos (f)—i—ism(:‘4 ))]

5. z = —24. [z:2(cos (—g)—&-isin( ))]

V cviceniach 6 - 8 néjdite algebricky tvar komplexného ¢isla z

6. z:Q(COS( )+zsm(23 )) [Z**lJr’L\[]
7. z=2(cos (%) +isin(%)). [zf\f+]

8. 2= 5 (cos (F) +isin (F)). [z =242 (1+9)]
Vypocitajte:

9. 23 -8 _ 11;)
10. £ 42419 [—4]
11. 20 — =5[]
12, (=1 44)*. [-4]

3. (255) - )

Vypocitajte zy - 22, %, ak:

14, 21 = 1+ 5i, 2 = 3+1. [zl'z2:72+16i -4+

)z

15. z1—3(cos( )+251n( )) =3 +i. {21-z2:6z 2—1—7(\[4—@)}

722

V nasledujicich prikladoch vypocitajte riesenia binomickej rovnice v al-
gebrickom tvare

16. 24 —1=0. [1, 4, —1, —]

17. 22 —i=0. |2 (1+ i), —L2(1+ 9)



(1-v3i)

1
2

18. 23 +1=0. [§(1+V3i), -1,

i, —i}

1
2

V3
24

1
2~

V3
2y

19. 23 —i=0.



1.0.2 Sdistavy linedrnych rovnic.

1. Zistite, ktoré z matic

Lo 12 4 0 4
(1) b oe(11Y)
1
12 0
E:(é%) F= g : G:(—20‘3
’ 03 5
010 3 1 0 cosa  —sina
H= 00 0 -1 ) J(O _7>’ K(sma cos o
000 0
Lo 0o 3(1) ; 100 1
L={o 120, M=, S| o={0015
00 01 o0 000 0

si

(a) stuprovité, [A,B,D, H J K prea=knr kecZ L, O]
(b) redukované stuptiovité? [K pre a=2kr, keZ, L, O]

2. Vypocitajte redukovand stupiiovitd maticu, ktord je riadkovo ekvivaletna

s maticou

1 -2 0 1 1 0 0 1

(a) 3 2 1 0 01 0
1 -1 1 =2 00 1 -3
4 5 6 7 8 9 1 0 -1 -2 -3 —4

(b) 3 4 5 6 7 8 0 1 2 3 4 5
2 3 4 5 6 7 0 0 0 0 0 0
1 2 3 4 5 6 0 0 0 0 0 0



3. Rozhodnite, ¢i si sustavy linedarnych rovnic Sy, Sy ekvivaletné

10.

(a) Sl :

(b) 81 :

2.%‘1
x1

T

+

+

T2
3£E2

T2
3:132

3.7,‘3
2£E3

3$3
2:1?3

Rieste sustavy linedrnych rovnic:

12z — ® + OBmy =
3zy  — 13z + 223 =
Tr1 + 21 + 3x3 =
dzy + 3wy + Oz =
31 + Sxp + 4wz =
T — 2z 4+ 223 =

Tz + 3z 4+ 2x3
—10z;  + 15z — 1lag
3z, — w2 — Ozy -
3r1y + 4z + 3z3 —
4y + 32 — 3wz +
51 4+ 4dxo 9z3

_ 1 _3

[K = {(052)577 5)}]
S5z1 4+ bxy + dxg +
Mz + 4wy +  6a3
4z + bBwy + Szz +
2z + 32 + 233 +
9z, + 4z + 8z3 +
[K = {(-S+8s,% — 135,22 — 65,7s),, s € R}

zn + ®m +  x3 -
dzy + dwy + 1223 —
207+ 2290+ Az -
dry  + Bzp + 8z -
dSr1  + 4z + 1023 —
T1 + 2x9 4+  3z3 -
3T + 6xy + Sy -

—
=
I
—~—
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o

15
8

1

4

30

2
1
2
1

Sy :

Sg:

21+ y2 — 3yz = 2 )
v+ 4y — ys = 1 [dno
201+  xo — 3xz3 = 2 .

311)1 — 211)2 — T3 = 3 ’ [me]

21 , [K = {(2,—1,1)}}

15

1

10 ,[K ={(1—18t,3+2t, -2+ 11t), t € R}]

-9

4.’1?4
2$4
41‘4

71‘4

9:134
5%4
4174

31‘4
Ty
4:134
Ty

6:134
61‘4
2174
51’4

1

2 |, [nem4 riesenie]

4

+

e+t

12
-1

LW 0O W~ Ut

—
o

(I

6£C5

12%5
32115

4$5
21‘5
Ts5
41’5

s,—34+1s,-5+s5,s), s € R}

3

_4 , [nem4 riesenie]
2



2 Druhy tyzden
2.0.3 Maticové operécie

1. Pre matice A az P vypocitajte:

10
A= 2 1], B=(-1,02), D( X )
~1 2
1
2
11 0
e-(11) [0 G_( 205,
4
10 3
H=(0 0 -1 |, J:((l)_%), K:(Cfrfa _Cf)mo‘>,
00 0 sSin & S &
100 0 3(1)3 10010
L={0120], M=|_ 4, 5| 0=l00150
000 1 00 o 00001
P=(20 -1,3)

v (3

(b) 2A — 3G [nie je definované]

1 0 0 -1
(c) AD 2 2 0 3
-1 4 0 11
(d) PF
2 0 -1 3 \]
0 0 O 0
(e) FP 6 0 -3 9
8 0 —4 12 ]|
9 cos2a —sin2a |
(£ K < sin2a  cos 2« )

2. Rieste sustavu linedrnych rovnic

T — 2y +2z=-9
(a) 3x— by +42=10 [(28,0,—321)]
5r—12y+62=29

T +2£C2— T3 = 2
3x1— 22 +2x3= 7
T1 — I3 =—2
201+ x0 +x3 =17

[(1,2,3,)]



2£E1 721’24’ I3 = 4
1 + T2 — I3 =1
3x1 —Tre—2x3=—1
—2x1+5r9+ 3 =1

[nem4 riesenie]

()

3. Rieste sustavu linedrnych rovnic v zavislosti od parametra a € R:

x - 6y + 2z = —4da-2

3r + 3y + 4z = 3a-—6

2 — 33y + 6z = —21a
0 pre a # —2

21
{(241515, t, 15+2t); tER} pre a = —2

4. Rieste sistavu linedrnych rovnic v zdvislosti od parametrov a,b € R:

azx + y 4+ =z =1
6z — 3y + bz = 2
a=-2,b=-3:K=10
a=-2b#-3: K= tl—at—Li ;teR
- ) . - ) b—|—3, b—|—3 ’
5—(b+3)t 5—(b+3)t
—2beR: K= —1—t—a———t);teR
a7 {( 6+ 3a "6+ 3a
1 1
5. Zistite aky je linedrny obal vektorov vy = | 1 | , va = | 0 | . [Linedrny obal je rovina z1 — 22 + 23 = 0]
0 1
6. Dané sd vektory
1 0 -1 —4
vi=|3],vo={-2|,03=(0),va=|9 | R’
5 -1 1 13
b1
(a) Zistite, & je Pubovolny vektor b = | by | € R? linedrnou kombing-
bs

ciou vektorov vy, va, v3. [ano je

(b) Zistite, & je vektor vy linedrnou kombindciou vektorov vy, ve, v3 a ak
dno vyjadrite vektor v, ako linedrnu kombindciu vektorov vy, vo, v3
[vy = v1 — 3v2 + bvs]

(c) Zistite, ¢ linearny obal (vy, v, v3) je cely vektorovy priestor R, [ano je]

3 Treti tyzden
3.0.4 Determinanty.

1. Vypocitajte inverzni maticu:



1 -5 1
@ (o 1) [
1 2 -3
m [0 -1 -2
0 0 1
2 -1 3
(c) -2 2 2
-1 1 2
1 1 0 1
0 2 3 2
(d) 0 0 3 4
1 0 0 4
() cosa —sina
© sin o CcoS v
2 -2 -3
() 5 1 -2
3 2 1

2. Urcte hodnost’ matic

-2 1 4
3 2 -1

(3 1)
o) (

()

(d)

Uk W N = =N

81

21

39

99
120

= Ot s W

4
)
1
2
3

67
23
21
65
88

A N Ot

107
11
85

181

192

1 2 7
0 -1 -2
0 0 1
1 2 5 =8
5 2 7 —10
0 -1 2
24 —-12 12 -—-12
i —6 9 -9 6
12 8 —4 g8 -8
—6 3 -3 6
cosa sina
sina  cosa
1 5 —4 7
El —11 11 -11
7 —10 12
(5]
2]

3. Vzavislosti od parametrov a, b € R urcte hodnost’ matic:

(a)

2 2 2
2 2 —a
2 —a 2
—a 2 2
a b
b a
a+b a+b
0 0

1, ak a = —2;
3, ak a = 6;

4, ak a € R\ {2, 6}

1, pre a = —b
3, pre a # —b

|



4. Vypocitajte:

—1

1—1
-2 3

3+1

3
4
-1

-5 0

0 2

5. Napiste rozvoj podla 2. stipca:

M O D

[\ I Toviie o]

6 -1 -2

3

1
(a) | 4
7

— 0

™M O AN

0
-2
1

213

6. Vypocitajte:

=
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=
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S o VI coocma —
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|
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[6700]

N W N W Ot
N WM WJWw
W N TN W
N W W Ww
N TN W Ww
N W N WD W

7. Rieste sdstavu linedrnych rovnic (pouzite Cramerove pravidlo, pokial’ je
to mozné):
3rx—4y+5z= 1
(a) 2x—3y+ z=-1 [(—59,-37, 6)]
3z—5y— z= 2
1
a#l,b%():{b(l >(126,1a,4b2ab1)}
—a
ar+ y+z=4 1
(b)  z+ by+2=3 ; a,beR a=1b=:{(2-121)tcR}
r+2by+2z=4 aceR,b=0:0
1
=1,b# - :
a ,b# 5 0

4 Stvrty tyzden

4.0.5 Polynémy.

1. Vyndsobte polynémy: (3z3 + (1 —i)z? + iz —2+1) (32> + (1 +i)2? — iz —

2 —1).
[9x6 + 62 + 22* — 1423 — 522 + 2z + 5]
2. Vydel'te so zvyskom:
(a) (22* — 323 + 422 — 5z +6) : (2% — 3z + 1).
[ podiel: 222 + 3z + 11
zvysok: 25z — 5

(b) (262 + (2 — 2i)2® — iz + 2® — 2?) : (ia® + (1 —i)2a? + 1)

[ podiel: 223 — 2 — 1
| zvySok: — il +x+1
(c) (3 —a%—z):(z—1+29)
[ podiel: 22 — 2ixz — 5 — 2i
| zvySok: — 9+ 8i

3. Vydel'te so zvyskom pomocou Hornerovej schémy :

(a) (2% —22% +42% — 62 +8): (v — 1)
[(z — 1)(z® — 2% + 3z — 3) + 5]



(b) (423 +22): (z+1+1)

[(z+1+10)(4a? — (3+4i)z — 1+ 7i) + 8 — 64
(3x* 4 (1 — 3i)2® — 2iz? + iz — 1) : (v —1)
[(z —9)(32® + 2% —iz + 1+ i) — 1]

()

4. Pomocou Hornerovej schémy vypocitajte f(c):

(a) f(z) =a*—32% +62% — 10z + 16, c =4 [136]
(b) 25+ (1 +2i)a* — (1 +3i)a2 + 7, c=—-2—1 [—1 — 444]

5. Zistite kolkondsobnym korenom polynému f je &islo c:

(a) f(x) —42° +62* —82% +102% — 87 +8, c =2 [dvojndsobny]
(b) f(x) =2° —bat +72® — 222 + 42 -8, c =2 [trojndsobny]

(¢) f(z)=2°+Ta* + 1623 + 822 — 162 — 16, c = —2 [stvorndsobny]
(d) f(z)=25-2iax® -2t — 2?2 +2ix+1.c=1 [trojndsobny]

6. N4jdite racionédlne korene polynémov:

2
(a) 6zt —112® — 22 — 4. [—3, 2]
(b) 10x* — 1323 + 1522 — 18z — 24. [nem4 raciondlne korene]

12
(c) 2425 +102* — 23 — 192 — 52 + 6. {27 -3 ﬂ

(d) 2° + 2t — 62° — 1422 — 112 — 3. [—1 — stvorndsobny, 3]
7. Najdite ostatné korene polynému, ak poznate jeden koreii:

(a) 2t — 422+ 8z —4=0, 1 —1i.
(14, -1+ V3]

(b) 42® — 1625 + 352% — 6023 + 7122 + 162 — 20 = 0, 2 + .

r 1
24, £2i, 5
(c) 2% — 2% — 1323 + 922 + 82 +20 =0, —1 +2i
1443
—1+ 2i, 2 -dvojndsobny, %

8. N4jdite kanonicky rozklad polynémov nad C:

(a) iz3 + 1.
. V3+i —V3+i
z(x—i—z)(x— 5 )(:ﬁ—2>

10




(b) z* —1.
[(x —1)(z+ 1) (z —4)(z +1))]
(c) 3% + 5zt 4 1023 4 1422 + 32 — 3.

Bz +1)%(z— 1) (z+iV3)(z —iVv3)]
9. N4§jdite kanonicky rozklad polynémov nad R:

(a) x* + 4.
(22 + 2z + 2)(2? — 2z + 2)]
(b) 25 —8.
[(z = V2)(z +V2)(@* + V22 + 2)(2* — V22 + 2)]

(c) 4a* + 2% + 1.

[ V31 V31
4 2 v - 2_ VY _
<x+2$+2 Tty

(d) 22+ 325 + 23 + 322 — 1.
[ 1 .
2 (x 2) (x+1)3(z* -2 +1)

4.1 Raciondlne funkcie a elementiarne zlomky.
1. Rozlozte na elementdrne zlomky nad C rydzoraciondlnu funkciu:
4

xt -1

(1 1 n i i

lz—1 z+1 =xz—1 x+1

23+ 322+ (3+i)z+2

(a)

(b) (x+1)3(x — 1)
i 1
_(Hl)ﬁm}
422 — 122+ 4
(©) GZoas 2
2-i ., 2+i ]
w—1+0)2  (@—-1-i)2
(d) Qng;i'
l i, V3+i —V3+i
20 —1i) 20—V3+i 20+V3+i

2. Rozlozte na elementdrne zlomky nad R raciondlnu funkciu:

11



622 + Tz + 4
203 4+ 322 —1°
[ 4 1 1
- +
2z—-1 (x+1)2 =x+1
28 — 5z® + 13z* — 182°% + 1222 — 8z + 12

b
() (x —2)(2? — 22+ 2)2
P Nl S 2
x
| x—2 (22-22+2)2 22-2x+2
(© 42° — 8zt + 523 —2? + 2+ 1
(222 — )2 '
PR PRN SR .
| 2 —-1)2 2x—-1 22 =z
64 .5
(d) _ x’ +x .
(23 —1)(z2+2+1)

[ z—1 —1lz+5 2
_”‘*‘+3(x2+m+1>2+9<$2+x+1>+9<x_1>}
—zt — 323 +102% — 4z + 1
(z—1)(z*—a3—z+1)

1 2 z—2 ]

| (z —1)3 x—1+332—|—x+1

Piaty tyzden

. Négjdite bod, v ktorom priamka prechadzajica bodmi A = (3,-2,7) a
B = (13,3, —8) pretina rovinu zz. [(7,0,1)]

. Ukdzte, ze body (2,1,4), (1,—1,2), (3,3,6) lezia na priamke.

. Ak A=(2,3,-1) a B = (3,7,4) ndjdite bod P na priamke AB splnajuci
1PA| _ 2 [(E 29 §) a (é 1 _E)]
[PB] — 5° 70707 3:3' 73
—
. Nech p = ABC, kde A = (1,2,3), B=(-2,2,0),C = (4,-1,7) a ¢ =
—

EEF, kde F = (1,-1,8), F = (10,—1,11) . Zistite, ¢i sa p a g pretinaju
a vypocitajte ich priese¢nik. [(7, —1,10)]

. Ukdzte, ze trojuholnik uréeny bodmi (—3,5,6), (—2,7,9) a (2,1,7) m4d
vnutorné uhly 30°, 60°, 90°.

. Uréte bod na priamke AB najblizsi ku zaciatku siradnicovej sustavy a

urcte ich vzdialenost), ak A = (=2,1,3)a B = (1,2,4). [(—%, %, %) , %

12



10.

11.

12.

13.

14.

15.

. Priamka p je uréend dvomi rovinami x+y—2z = 1 a x+3y—z = 4. N§jdite

bod P na p najblizsie k bodu C = (1,0,1) a |PC|. [(%, %, %) , —Vfgo}

. N§jdite rovnicu roviny kolmej na priese¢nicu rovin x +y — 2z =4 a 3z —

2y + z = 1, ktord prechddza bodom (6,0,2). [3z 4 Ty + 5z = 28]

. N4jdite rovnicu roviny prechddzajicej bodom A = (3,—1,2), ktord je

kolm4 na priamku p prechadzajicu bodmi B = (2,1,4) a C = (=3,-1,7).
N4jdite tiez priesecnik priamky p s touto rovinou a zistite vzdialenost’ bodu

A od priamky p. {Em +2y—32="1, (%, %, %) A/ %}

Bod B je piita kolmice z bodu A = (6, —1, 11) na rovinu 3x+4y+5z = 10.

Vypocitajte B a vzdialenost’ |AB|. [B = (10203, 2806, 255) |AB| = }

Vypocitajte plosny obsah trojuholnika s vrcholmi v bodoch (-3,0,2), (6,1,4), (—5,1,0).
[\/333}
2

Urcte rovnicu roviny prechddzajicu bodmi (2,1,4), (1,-1,2), (4,—1,1).
2z — Ty + 62 = 21.]

Ak p je priamka prechddzajica bodmi A = (1, 2, 1) =(3,-1,2),a q
je priamka prechddzajica bodmi B = (1,0,2) a ( 1,3), ukdzte,
najkratsia vzdialenost’ medzi p a g sa rovné \}%.

Body A = (1,1,5), B = (2,2,1),C = (1,-2,2) a D = (—2,1,2) st
vrcholy $tvorstena. Najdite rovnicu priamky prechddzajicej bodom A
kolmej na stenu BC'D a vzdialenost’ bodu A od tejto steny. Vypocitajte

tiez najmensiu vzdialenost medzi mimobezkami AD a BC. [P = (1 +t)(i+ j + 5k), 2v/3, 3]

Ukzizte 7e objem $tvorstenu s vrcholmi A; = (z;,¥4,2:), 1 = 1,2,3,4, sa

(A Ay x AlAg) ~A1A4’.

rovnd =

Siesty tyzden

. N4jdite definicny obor funkcie f (z) = Y222 1 ]og (1-22).[D(f)=(-1,00U(0,1)]

sin 230

. Néjdite definiény obor funkcie f (z) = In (1 — log (2% — 5z + 16)) . [D (f) = (2,3)]

. Néjdite defini¢ny obor funkcie f (x) = /% +2—|—, / \/7 [Funkcia nie je nikde definovand]

3

. Néjdite definiény obor funkcie f (z) = (> +x+1) *.[D(f) = R]

. N4jdite definiény obor funkcie f (z) = In Wmf@x +5.[D(f) = (4,5) U(6,00)]

. Dan4 je funkcia f (z) = log (”” _2) . N4jdite

13



10.

(a) definiény obor funkcie,[D (f) = (—v/2,0) U (v/2,00)]
(b) vsetky redlne ¢isla, pre ktoré je f (x) > 0. [Ak z € (—1,0) U (2,00), potom f (z) > 0.]

N4jdite definicny obor funkcie a zistite, ¢i je pdrna, alebo nepdrna ak
fz)= k)g(%m [D(f) =(—00,0)U(0,1), f ani pdrna ani nepérnal

N4jdite definicny obor funkcie a zistite, ¢i je pdrna, alebo nepdrna ak
f(x)=z[log(x+1)—logz].[D(f) =(0,00), f ani pdrna ani nepdrna]

Nédjdite definicny obor funkcie a zistite, ¢i je parna, alebo nepdrna ak
f(@)=1=V2cos2z.[D(f) =VUrez (=% + km, % + kr), pdrnal

N4jdite definicny obor funkcie a zistite, ¢i je parna, alebo neparna ak

flz)=2< —t—, a > 0.[D(f) = R, nepdrna funkcia]

Siedmy tyzden

. Pre funkciu f () = |z| néjdite defini¢cny obor, podmnoziny definiéného

oboru, na ktorych je funkcia rasttica alebo klesajiica, zistite ¢i je ohranic¢ens
a nacrtnite jej graf.
D (f) =R, na (—00,0) je klesajiica, na (0,00) je rastica, zdola
ohrani¢end min,cr f (z) = f(0) = 0, nie je zhora ohrani¢end

Pre funkciu f (z) = |x| —z néjdite defini¢ny obor, podmnoziny defini¢ného
oboru, na ktorych je funkcia rastica alebo klesajtica, zistite ¢i je ohranicend
a nacrtnite jej graf.

B ) 22 pre x<0
D(f) =R, f(z) = |z] x{ 0 pre x>0

na (0,00) je konstantnd, zdola ohrani¢end min,cgr f () = 0.

, na (—00,0) je klesajuca,

Pre funkciu f (x) = 1—cos x uréte definiény obor, podmnoziny defini¢ného
oboru, na ktorych je funkcia rasttica alebo klesajiica, zistite ¢i je ohrani¢end,
néjdite jej supremum, infimum, maximum, minimum a nacrtnite jej graf.
D (f) = R, na intervaloch (2kw, 7 + 2km) je rastica,
na intervaloch (—m + 2km,2km) je klesajuca, min,cr f () = f (2k7) =0,
maxzer f () = f (7 + 2k7) = 2.

. N4jdite definiény obor funkcie, obor funkénych hodnot. Néjdite inverznu

funkciu, ak f (z) = Va2 + 1.
[ D(f)=R,H(f)=(1,00), zdola ohrani¢end minger f () = f(0) = 1. }

Nie je prostd, preto nemd inverznu funkciu.

N4jdite definiény obor funkcie, obor funkénych hodnot. Najdite inverzni
funkciu. Nacrtnite graf funkcie aj inverznej funkcie, ak f () = —4+3/z.

[D() = {0,00), 1 (1) = {~4,50). je prosts 1 + {~4,00) — (0.00), /=1 (2) = (=53)’]

14



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Nédjdite definiény obor funkcie, obor funkénych hodnot. Néjdite inverzni

funkciu. Nacrtnite graf funkcie aj inverznej funkcie, ak f(z) = 1+
In(x+2).

[D(f) = (_2700)7H(f) = Ru je prOStEi f_l R — (_2700)7 f_l (.’E) =
Vypocitajte limitu lim, 5 ii—fg [9]

Vypoditajte limitu lim,_; L2241 [0]

Vypocitajte limitu lim__, 1 _82°-1 [6]

T—5 6x2—5x+1"

Vypocitajte limitu lim,_,+ Ifjmtig:ﬂil [+o0]

Vypocitajte limity v bodoch, v ktorych funkcia f (x) = ﬁ nie je defi-
novand. Zistite, ¢ je ohrani¢end a nacrtnite priblizne jej graf. [Funkcia
nie je definovand v bodoch, kde je ‘332 — 16! =0, tj. x12 = +4. Tak
méme D (f) = (—oo0,—4) U (—4,4) U (4,00) = R\ {—4,4}. Vypocitame
limitu iba v bode a = —4. Limity v bode a = 4 vypocitame podobne:
lim, 4 ﬁ =00, lim,__,_4+ ﬁ = oo, odkial’ plynie, ze funk-
cia nie je zhora ohrani¢end. Pretoze plati ﬁ > 0, funkcia f je zdola

ohranicens. |

Vypocitajte limity v bodoch, v ktorych funkcia f (z) = —" nie je defi-
novand. Zistite, ¢i je ohrani¢end a nacrtnite priblizne jej graf.[Funkcia
nie je definovand v bodoch, kde je 2% —4 = 0, t.j. x12 = +2. Tak
méme D (f) = (—o00,—2) U (—2,2) U (2,00) = R\ {—2,2}. Vypocitame
limitu iba v bode a = —2. Limity v bode a = 2 vypocitame podobne.
lim, , o~ %3 = —o0, lim,__,_ 9+ 5" = oo, odkial’ plynie, Ze funkcia
nie je zdola ani zhora ohrani¢ena.]

Vypocitajte limitu lim, (% — #il) . [i]

Dan4 je funkcia f (x) ze (—-%,00U(0,%).

— T
[tg =]’
(a) Vypocitajte limity v krajnych bodoch definiéného oboru a v bode 0.
1imwﬁ>,%+ “gcim‘ = —00, limwg,%f Itgiw\
(b) Zistite, ¢i je dand funkcia pérna, alebo neparna. [nepdrna]

Vypoéitajte limitu lim,_, o Y iltve [—1]

Vr3tr—zx
Vypoéitajte limitu lim, oo z (V22 +1—2). [3]
Vypocitajte limitu lim, ., . x (\/.’E2 +1- :c) . [=1)

Vypoéitajte limitu limy oo (V2?2 +1—/Z) . [~00]
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19.

20.

21.

Vypocitajte limitu lim,_,q Eg gi (2]
Vypocitajte limitu lim, o s”%

Plati nerovnica:
—lgsinxglz—lgmgl,prex>0,
T xT xr

potom z vetyo nerovnostiach medzi limitami plati : lim, . S22 = 0.

x

CoOsS T — COB3 X [1]

Vypocitajte limitu lim, g —

Osmy tyzden

. Zistite, ¢ je funkcia f (z) = 522 + 2z — 6 spojitd v bode a = —3, 0, 1. [Je

spojitd]
Zistite, ¢ je funkcia f (x) = |62 4 3] spojitd v bode a = 7%,
limgﬂg,i%f |62 + 3| = limmﬁ)féf —6z —3=0.

lim, .+ 6243 =lim,_  _.+624+3=0.
2 2

xr—
f(=3)=0==1lim,__ .- |62+3|=lim,___,+|62+3|=/(-3

Zistite, ¢i je funkcia f (z) = /3 — 22 zl'ava (sprava) spojitd v bode a = /3.
[Funkcia f (z) = v/3 — 2% m4 definiény obor D (f) = (—v/3,V/3) . Mdme:
f (\/?;) =0,lim__ 5 f (z) = lim s V33— z2 =0, teda f je v bode
V/3 spojita zlava. Vzhladom na definiény obor lim | g+ f (z) nemd
zmysel, teda f je zlava spojitd v bode a = v/3.]

Zistite, ¢ je funkcia f(x) = % spojitd na intervale (0,00). [Pre kazdé

a € (0,00) mame lim, o f () = lim,__, 922 = 808 — £ (q) Funkcia je
spojita na (0, 00) .|

Zistite, ¢ je funkcia f(z) = \/7”;_1 spojitd na intervale (1,3), alebo na
(1a3> [f = %a kde h : <].,OO) - R7h(x) =ver—1g: (_0073) -

R, g () = /3 — z,81 spojité, potom f:(1,3) —, f(z) = ﬁvg:ije podiel
dvoch spojitych funkcif, teda je spojitd, alebo to ukdzeme takto: Vz €

(1,3) plat: limy_q f () = limy__q % = ﬁ = f(a).]

Zistite, ¢i je funkcia f spojitd v bode a a nacrtnite jej graf ak:

20/ we(0,1)

5
flx)y=4 4—2z meg,Q ,a:l,i.
20 -7 =z 6
[V bode a = 1 je spojitd, v bode a = % nie je definovand, teda ani spojitd.]
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10.

11.

12.

13.

. Néjdite definitny obor funkeie f(z) = E=0°=1 Ak sa dé ndjdite take

r—2
roz&irenie funkcie f, ktoré oznac¢ime F' s definicnym oborom R, aby F

bola spojitd! Napiste predpis ziskanej spojitej funkcie F.
D (f) = (—00,2) U (2,00) .Funkcia f je spojita.
o—1)2_ _
lim, o f (z) =limg_—» % = lim,__. % =2.
Hl'adand spojitd funkcia je dand predpisom

FZR—>R,F(3;):{ f(2:c) Ei ;7:53

. Néjdite definicny obor funkcie f (z) = -%5. Ak sa dd ndjdite také rozsire-

nie funkcie f, ktoré oznac¢ime F' s definicnym oborom R, aby F' bola spo-

jita! Napiste predpis ziskanej spojitej funkcie F. [D (f) = (—o00,2) U (2, 00) .Ned4 sa rozsirit’ aby bola spo

. Uréte hodnotu parametra p tak, aby funkcia

f(x):{ 8eP” <0

p—3 x>0 "
bola v bode a = 0 spojita. [p = §]

Urcéte hodnotu parametra p tak, aby funkcia

Vitx—1

xT) =
/(@) pP+2p—-2 2=0

)

{ Vite—v14a? z#0

bola v bode a = 0 spojita. [p=—-3Vp=1]

Zistite, ¢i je funkcia f (r) = -5 spojitd a ohrani¢end na intervale (0, 3) .[Nie
jel
Zistite, ¢i je funkcia f (z) = |4z — 8| spojitd na intervale (—1,4) . Ak éno,
ndjdite jej minimum a maximum na danom intervale.
| 8—4x pre ze(-1,2)
f(x)—{ dx —8 vpre 1z € (2,4)
minge(—1.4) f (2) = 0= f(2) , max,e(_14) f () =12 = f(-1).

Zistite, ¢i je funkcia f (z) = +/|z| spojitd na intervale (—3,2). Ak dno,
ndjdite jej minimum a maximum na danom intervale.

,8pojité,

[Je spojitd, minge (30 f () =0, max,e(_32) f(z) = V3]
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Deviaty tyzden

. Vypocitajte derivédcie funkcii:

filz) = sin (2;), fo(2) =43 f3(x) = n%, fa(z) =2107", f5(x) = Insin2z.
P = AL @) =
fi(x)= m,f’ () =107* (1 — 2In10), f§ (z) = 2cotg 2x.

. Zistite, ¢ je funkcia

diferencovatelnd v bodoch a = 0, =
f(@)—f(0) )

a:smi

=lim,__,osin = 39 \%
bode a = % nemusime derlvacm pomtat’ z deﬁnl(:le, ale stac¢i pre z ;é 0
ndjst : f/(z) =sinl —dcosl, f/(2)=1]

. Zistite, ¢ je funkcia

[V bode a = 0 plati: lim, ¢ f(o) = lim,__,g

_ :carctg%, x#0
ro={ TeEs 70

v bode a = 0 a) spojitd, b) diferencovatelns.
[a) je spojitd v bode a = 0, b) nie je diferencovatelna v bode a = 0.
. Pre funkciu f (z) = |22 — 6| néjdite f'. V bodoch, v ktorych derivicia ne-

existuje vypocitajte deriviciu sprava a deriviciu zl'ava. Nagrtnite grafy f a
6—2r pre x<3

fla) =2z 6] = 2c —6 pre x >3’
f/- / 1 22—6 _
, [ -2 pre z<3 F3) =lim, 3+ 2= =2 ,
(@) = { 2 pre z>3 COfL(3) =lim, 5 =2 f'®)3.

. Pre funkciu f (z) = 4/|]z — 1| néjdite f’. V bodoch, v ktorych derivécia
neexistuje vypocitajte deriviciu sprava a derivdciu zl'ava. Nacrtnite grafy

—1 1
parlrw={ B2 RIS o)

. Néjdite rovnicu doty¢nice a normély ku grafu funkcie f (x) = e~ * cos2x
vbode A=(0,7).[A=(0,1),t:2+y—1=0,n:z—y+1=0]

. Nédjdite rovnicu dotyénice a normdly ku grafu funkcie f(z) = el=2" v

priese¢niku s priamkou y = 1. [Uloha md dve rieSenia: v bode T} =
(L) :t1:224+y—3=0,n1:x—2y+1=0,vbode To = (-1,1): t3:
20 —y+3=0,ng:2+2y—1=0]

18



10

Ku grafu funkcie f (z) = 2 In z néjdite rovnicu normaly, ktord je rovnobezna
s priamkou p : 2x — 2y + 3 = 0. [n:y—gc—l—Se_2 :0]

N4jdite uhol, pod ktorym sa pretinaju grafy funkcii f (z) =Inz a g (x) =
In® z. [Ndvod: najskor urcte priese¢nik funkcii f a g, potom pouzite vztah

— | k2—Fk1
tggo - ‘ 1+ki1ko

g v ich priese¢niku. Vysledok: ¢ = 7, ¢y = arctg 627?2]

, kde k1, ko st smernice doty¢nic ku grafom funkcie f resp.

Desiaty tyzden

SPTIN CI . sinz—x
. Vypocitajte limitu lim, ¢ 2.
: sinx—x cosz—1 __1; —sinz _
lim, o arcsing—z = limg .o e lim,_.q T1,, a-3, o -1
/1_22 —5(1—]; ) 2(—21‘)

Vypocitajte limitu lim,_q e:zz:?. [1]

Vypocitajte limitu lim,_,q+ (e“" — 1) cotgz. [1]

Vypotitajte limitu lim,_p ©54 tg (Z2) . [—2]

™

Vypocitajte limitu lim,_, g+ (%)tgm - [1]

] T feretae]

Vypoéitajte limitu lim, 4 |

Zistite priebeh funkcie f (z) = (11_71;2 a nacrtnite jej graf.

[1) D) = R\ {1} = (=50, )U(1,00), £(3) = 0, spojita, lim, 1 2254 =
oo, priamka x = 1 je vertikdlna asymptota.
2) Plati —1 € D(f) = 1 ¢ D(f). Funkcia nie je ani pdrna, ani nepdrna.
3) Pretoze md iba jeden nulovy bod (vid’ 1)) nie je periodicka.

4) f'(z) = Ji"i)g, ak z € (—00,0) f'(z) < 0 klesajica, ak z €
(0,1) f'(x) > 0 rastuca, ak = € (1,00) f'(x) < 0 klesajuica.
5) f(0) = =1 = lokmin f(x) = min,ep(s) f(2).
6) f"(x) (ffﬁ)a, ak z € (—o00,—3%) f"(z) < 0 konkdvna, ak z €

(=

M\»—A

, 1) f"(x) > 0 konvexnd, ak = € (1,00) f"(x) > 0 konvexn4.
7) V bode x =

8) limy 400 72 (m 1)2 =0. Prlamka y = 0 je asymptota v bode oo aj —

H(f) = (=1,00)]

Zistite priebeh funkcie f (x) = arcsin 17, a nacrtnite jej graf.

[1) D(f) = (0,00), f(1) = 0, spojitd, nemd vertikdlnu asymptotu.

%; f(—l) = —§ je inflexny bod.

2) Plati D(f) = (0, 00). Funkcia nie je ani pdrna, ani nepdrna.
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10.

3) Pretoze m4 iba jeden nulovy bod (vid’ 1)) nie je periodickd.

4) f'(z) = —m, ak x € (0,00) f'(z) < 0 klesajuca.

5) f(0) = arcsin1 = § = max,ep(y) f(z).

6) f"(z) = %, ak z € (0,00) f"(x) > 0 konvexn.

7) Nem4 inflexny bod.

limg_,o0 arcsin :=%2 = —Z_ Priamka y = — 2 5 Jje asymptota v bode oo.

) . o 14z 2
H(f)= (_57 §>]
Zistite priebeh funkcie f (z) = 2% — 2|x| a naértnite jej graf.

[1) f(z) = 2% + 2z pre z € (—00,0) 22 — 22 = € (0,00), D(f) = R,
f(=2) =0, f(0) =0, f(2) =0, spojitd, nemé vertikdlne asymptoty.
2) Plati « € D(f) = —x € D(f), teda definié¢ny obor je symetricky podla
zaciatku a f(—z) = (—x)? — 2| — x| = 22 — 2|z| = f(x). Funkcia je parna.
3) Pretoze m4 tri nulové body (vid’ 1)) nie je periodickd. (Ak by bola
periodickd musela by mat’ nekoneéne mnoho nulovych bodov.)
4) f'(xz) =2z+2prex € (—00,0) 2z—2x € (0,00), f/,(0) = =2, f'(0)
2, £/(0) 3, ak 2 € (—o0, —1) f'(z) < 0 klesajica, ak x € (—1,0) f'(x) >
rastica, ak © € (0,1) f’(z) < 0 klesajuca, ak = € (1, oo) f(z) >
rastuca.
5) f(0) =0 = lokmax f(z), f(—1)= f(1) = =1 =mingep(ys) f(x).
6) f"(z) =2,akx € (—00,0) f"(x) > 0 konvexns, ak x € (0,00) f"(x) >
0 konvexna.

ool

7) Nem4 inflexny bod.

8) lim, 400 72 — 2|z| = o0o. Pre asymptotu v bode —oo mame: k =
limg, o @ = lim,_,_ zz%% = —oo, funkcia f nemd asymptotu v
bode —oo. Pre asymptotu v bode co méame: k = lim,_, o f(;) = limg, o0 *—

00, funkcia f nemd asymptotu v bode co. H(f) = (—1,00).]

Zistite priebeh funkcie f (x) = —1 + v/ —a? — 42 + 5 a nalrtnite jej graf.
[1) D(f) = (=5,1), f(=2 —2v2) =0, f(—2+2v/2) = 0 spojitd (zlozend

funkcia), nem4 vertikdlnu asymptotu.

2) Plati D(f) = (—5,1). Funkcia nie je ani parna, ani neparna.

3) Nie je periodicka.

4) f'(z) = \/%429:% existuje na (=5,1), ak x € (=5,-2) f'(z) > 0
rastica, ak z € (—2,1) f'(z) < 0 klesajuca.

5) f(—2) = =1+ V9 =2 =max,ep(y) f(2).

6) f"(z) = ﬁ existuje na (—5,1), ak z € (=5,1) f"(z) <0
konkédvna.

7) Nem4 inflexny bod.
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11.

12.

13.

14.
15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

8) f(=5) = =1, f(1) = —1. Pretoze D(f) neobsahuje body +oo, nem4
zmysel skimat’ asymptoty v tychto bodoch. H(f) = (—1,2).]

Zistite priebeh funkcie f (z) = % a nacrtnite jej graf.

[1) D(f) = (0,00), f(1) =0, spojita (podiel dvoch spojitych).

2) Plati D(f) = (0, 00). Funkcia nie je ani pdrna, ani nepdrna.

3) Pretoze md iba jeden nulovy bod (vid’ 1)) nie je periodicka.

4) f'(z) = -2 ak z € (0,1) f'(z) > 0 rastiica, ak 2 € (1,00) f'(z) <0
klesajica.

5) f(l) =1= maXyep(f) f(x)

6) f"(z) = 2122=L akz € (0,e2) f”(x) < 0 konkdvna, ak x € (e2,00) f"(z) >

0 konvexna.
7) V bode z = ez, f(ez) = %e*% je inflexny bod.
1*;& = lim,_, g+ %lnx—k 1 = —oo. Priamka x = 0 je ver-
1+Inx

8) hInz—»OJr
1

tikdlna asymptota funkcie. limg .o, =2** = lim; . ¥ = 0. Priamka

y = 0je asymptota v bode co. H(f) = (—o0,1).]

Zistite priebeh funkcie f (z) = In £ a nacrtnite jej graf. [vid’ ma-online]

Zistite priebeh funkcie f (x) = (1 — 3x) e** a naértnite jej graf. [vid’ ma-
online]

Zistite priebeh funkcie f (z) = % a nacrtnite jej graf. [vid’ ma-online]
Zistite priebeh funkcie f(z) = warctgz a nacrtnite jej graf. [vid ma-
online]

Zistite priebeh funkcie f(x) = % a nalrtnite jej graf. [vid ma-
online]

Zistite priebeh funkcie f(z) = In (4 — 2?) a nacrtnite jej graf. [vid’ ma-
online]

Zistite priebeh funkcie f (z) = cosha = er'*';‘ﬁ a nacrtnite jej graf. [vid
ma-online]

Zistite priebeh funkcie f (z) = 1“7;” a nac¢rtnite jej graf. [vid’ ma-online]

eT_e %

Zistite priebeh funkcie f (z) = sinhz = =

ma-online]

a nacrtnite jej graf. [vid

Zistite priebeh funkcie f (x) = Incosx a nacrtnite jej graf. [vid’ ma-online]
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7. Ngjdite sticet radu > 2

Jedenasty tyzden

3"4+3

o0
. Zistite, ¢i postupnost’ {17 Ton } konverguje, alebo diverguje.
: n=1

1
Q)n 1+3n—1
2 o —4

. n . . .
lim,, oo % = lim,, o ( = —o0. Diverguje.

. Zistite, ¢i postupnost’ {\/1 +n?— n}zozl konverguje, alebo diverguje.

[limn_,oo (\/1 +n2 — n) =0. Konverguje]

Zistite, ¢i postupnost {/n (vVn+1— \/ﬁ)}zo:l konverguje, alebo diver-
guje.

[lirnn_,OO (\/ﬁ (\/n +1-— \/ﬁ)) = % Konverguje.]

Zistite, ¢i postupnost’ {(1 — %)n}zozl konverguje, alebo diverguje.

[limn_,oo (1 - %)n = % Konverguje.}

Zistite, ¢i postupnost’ { V 571};:0:1 konverguje, alebo diverguje.
[limn_)Oo (\"/ 5n) =1 Konverguje.]

N4jdite sicet radu Y oo, m.

EENOTT b . 1 _1(_1 1 T
Ndjdite n — ty ciastocny sucet. Mdme: 7oymsny = 3 (m - m) )

:18[1(?_;’%1%2’_1)]
== 1+ (E-H+ -1,
s=3 =D+ G-H+G-D+ -1,

s=d[bieio ook

. _ 13 c© 1
i llmnﬂoo Sp = 36’271:1 (n+1)(n+4) — 36°

1 1
en —ent2 ),

N4jdite n — ty ¢iastocny sucet.

n=1

1 1 1
Sp =e+e2 —entl —ent2,
0o 1 _1_ 1
S (e - o) =eteh -2

8. Ndjdite sicet radu Y o, In (14 1).

N3§jdite n — ty Ciastoény sticet.
S1 = In 2,
So = ln2+ln% =1In3,

sp=In(n+1),
L Soor In(1+1) diverguje.
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10.

11.

12.
13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

_1
n3+5-

[Porovndvacie kritérium. Konverguje.]

Vysetrite konvergenciu radu y

Limitné porovnévacie kritérium.

Rad Y °7 | - konverguje (p = 2 > 1).
Vysetrite konvergenciu radu ) m/% 2=t n3 guje (p =75 >1)

Plati: lim,,_, oo 23+ =1 > 0. Konverguje.

[N

n

Vysetrite konvergenciu radu >°°° . —L— . [Limitné porovnévacie kritérium. Diverguje.
y g anl Va(ntD) [ p guje.]
Vysetrite konvergenciuradu )~ ; sin % [Limitné porovnavacie kritérium. Diverguje.]

o . . 00 -1 1 .. L, , . e, . .
Vysetrite konvergenciuradu ) ", sin - tg ~. [Limitné porovnavacie kritérium. Konverguje.|

o 3"n!
n=1 nn °

[Podielové kritérium. Diverguje.]

Vysetrite konvergenciu radu )

oo n!

Vysetrite konvergenciu radu )~ 2.

[Podielové kritérium. Konverguje.]

. . 2 .
Vysetrite konvergenciu radu » o, (%) sin =

Podielové kritérium

+1\2 . .
1. (n2 ) sin 727:;1 o 1 n+1 2 sin 727111 _
1My, — 00 w2 - n = 1My - n Sin 27—
(5) sin 5 S o T
= lim (”*1)2 S _ 1 <1 Konverguje
- n—00 n 2sin#cos 2n"+l 2 ' guje.

Vysetrite konvergenciu radu ) - ntg 271%

[Podielové kritérium. Konverguje.]

n+2
2n+5

n
Vysetrite konvergenciu radu ) > ( ) . [Odmocninové kritérium. Konverguje.]

n
Vysetrite konvergenciu radu y_ -, (321?)

[Odmocninové kritérium. Diverguje.]

Vysetrite konvergenciu radu - | arctg ”%

[Odmocninové kritérium. Konverguje.]

Vysetrite konvergenciu radu y o, (—1)""* m
Kritérium pre rady sostriedavymi znamienkami.
— 1 1 —
Un = Tonii ~ m2n¥s — an+1,
hmnﬂoo m = O

Konverguje.
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22.

23.

24.

25.

26.

Vysetrite konvergenciu radu y_ -, %

[Kritérium pre rady so striedavymi znamienkami. Konverguje.]

("t

Zistite, ¢i je rad absoltitne, alebo len relativne konvergentny >0 | T

Podl'a kritéria pre rady so striedavymi znamienkami rad konverguje.
fe's) 1 . . 5 , . e, .
Rad )~ 5—— diverguje podla p(l)rovnava(neho kritéria.
.. 0o (=1)""
To znamend, ze rad ) |~ | “5—

konverguje relativne.

(_1)n+1
n2

Zistite, ¢ je rad absolitne, alebo len relatfvne konvergentny >~ >

[Konverguje absolitne.]
Zistite, ¢ je rad absolitne, alebo len relatfvne konvergentny » > | (—1)" 22,

. Lo 12
[Rad diverguje. limy, o 757 = 1,]

Zistite, ¢ je rad absolitne, alebo len relativne konvergentny > (—1)" (

[Rad absolitne konverguje.]
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Tedria

1. Hodnost matice A sa rovnd n, inverznd matica A~'3, det A # 0.

2. Napiste aky je vztah medzi determinantami: Dy = aD;

3. Nech f,g: A— R, A C R,a je hromadny bod mnoziny A a nech plat{
lim, ., f(z) = L, limxéag( ) =M # 0, g(z) # 0. Potom existuje
lim flz) _ lime o f(z)

T—0a g(z) limgy——q g(x) — M'

4. (Nutné a postacujica podmienka monoténnosti funkcie) Nech I je interval
a f: I — R je spojitd funkcia. Nech je f diferencovatelnd vmitri
intervalu I. Potom f je neklesajuica (nerastuca) na intervale I vtedy a
len vtedy, ked f’(z) > 0, (f ' (z) <0) vnitri intervalu I. Naviac f je
rastica (klesajuca) na I vtedy a len vtedy, ked f '(z) >0, (f ' (z) <0) a
f/(x) # 0 na ziadnom otvorenom podintervale intervalu I.
y=kx+q:k=1lm,; @7 q=lim, . [f (z) — kz].

Priklady

1 —2z*—62%—122242 2 2 2 4 222

: (r2+z+1)(172)(z+1)2 - (m+1)2 z+1 r—2 z+x2+1
T1 —I3 —T4 = 2
2. (a) 23:1 +zo —x3 24 = 1
+x2 tzy = 1
1 0 -1 -1 2 10 -10 3
21 -1 =2 1|~|0 1 1 0 -3
11 0 1 1 00 0 1 1
SR RO T
-4 _ =41 5 (443 Al —
®ls s 2 1|Tg s 2 1|T2ENTL 0 o4=8
1 5 4 —4 00 2 0
: (4==?) _ (2-2)2+x) VoTT+2 _ J; (2=0)(24a)(VBFa+2) _
3. (a) lllglxﬂﬂ ST = UM~ o Ve = limg o iz
(b) f = 4 (23 cosz — sin (22) + arcsin (vz)) = L (2 cosz) — L (sin (2?))+
\ 3 L2 1
(arcm (Vz)) = = 322 cosx — x®sinx — 2w cos 2% + NN eh
2
4. f( )_ 2+4

Riesenie A

1) D(f) =R, f(0) = 0, spojita.
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2) Plati —z € D(f) =z € D(f). f(—=x) = % = 4_7_% = f (z). Funkcia
je parna.

3) Pretoze m4 jeden nulovy bod (vid’ 1)) nie je periodicks.
2
15) £'(0) = & (152) = 57
) fl(@) <O
ak 2 =0= f(0) =0=minger f (x)
fl@)>0/

— w2
6) /"(@) = & (i) = &2

ak z € (—oo,—%) = f”(z) <0 N konkdvna
(

2 2 " <
——37—3> = f"(z) >0 U konvexni,

ak = € (%,oo) = f"(z) <0 N konkdvna.
7) Inflexné body:

ako=-%— f(-Z)=1
k=% — f(ZF)=1

8) limy— 400 41’% = 1. Priamka y = 1 je asymptota v bode —o0 aj v —oo.

H(f) =(0,1).

0.8

0.61

15 -10 5 0 5 , 10 15
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Riesenie B

Tedria:

1.

Elementdrne zlomky nad R si raciondlne funkcie F'(z) = o= a) —2—rkdea,a €

R, k€ NaG(z) = %kde a,b,p,q € R, k € N, polyném 2% +

pzr + g nema redlne korene.

. determinant s riadkom vyndsobenym konstantou a = « krit povodny

determinant

. Nech f,g,h: A— R, A C R, aje hromadny bod mnoziny A a nech plat{

fl@) <g(x) < h(z),Vz € A. Ak lim,_,, f (z) =lim,_,h(x) =L €R,
potom lim,_,, g (z) existuje a plati: lim,_., g (z) = L.

. Nech I je interval a f : I — R je spojitd funkcia. Nech f: 1 — R

je dvakrat diferencovatelnd vo vmitri intervalu I. Potom je funkcia f :
I — R konvexna (konkdvna) na intervale I prave vtedy, ked’ pre kazdy
vottorny bod x € I je f " (z) > 0 (f "(x) < 0).

y=kx+q:k=1lm, %, q=lm,; o [f (z) — kz].

Priklady:

1.

2.

3.

4.

3zt —2® 6225 _ 1 1 1 rz—1
(xQJr:vil)(qchrafj 2)(xz—1) ~ (@—1) (z—1)2 + (z+2) + szmz+l

2x14+2x0+2x3= 8
(a) $1+2$2+3$3: 3 s
31’1 +4£C2+51’3:10

2 2 2 1 0 -1 0
1 2 3 , redukovand stupnovitd forma: |0 1 2 0
3 45 10 00 0 1
2 2 -1 1
1 5 2 —4
®)ls 3 o 1|78
1 5 4 -4
(a) limy_o VIEE=YIE? VIFR4VITR VITEEL _ (to)-(1+2%) a1
=0 T A1 Vitatv/ita? Vita+l 20 T 04e) T ifatv/1te®

z(l—z) V1+z+1 _
z VItot+yVita?

hmm—>0

[N

1
— hmZDHO —_coswm —

ln cos T : oz (—sinw)
(b) lim,_,o 242E = lim, o <522 oo

sin? x 2sinx cosx
@)= 2%
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1) D(f) =R, f(0) =0, spojita.
2) Plati —x € D(f) = = € D(f). f(—=x) = 4+(_”f£)2 = —4fI2 = —f(x).
Funkcia je neparna.

3) Pretoze m4 jeden nulovy bod (vid’ 1)) nie je periodicka.

95) ') = & () = 5

ak v € (—o0,—2) f'(z) <0\,

ak z = -2 = f(-2)=—1=min,cr f (2)

ak z € (—2,2) f’

akrz=2= f
f

—~

T o(e244)° T (a244)° 0

ak ¥ € (—00,—-2V3) = f"(x) <0 N konkivna

z) >0 U konvexni,

ak z € (0,2v/3) = f"(x) <0 N konkivna,

ak € (2v/3,00) = f"(x) >0 U konvexnd,

7) Inflexné body:

ak z = —2V3= f(-2V3)=-20=_

akz=0= f(0)=0

ak z = 2V/3 = f(2\/§):%:§

8) limy 400 1157 = 0. Priamka y = 0 je asymptota v bode —co aj v —o0.

H(f)=(-11)-

—d ( 4—a ) _ osP_o4y _ 20(a”—12)
2
0

=
=~
<
—~

0.2-

1

20 40
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Riesenie C
Tedria
1. Hodnost matice A sa rovnd n, inverznd matica A~'3, det A # 0.

2. Napiste aky je vztah medzi determinantami: Dy = —D;

3. Nechlim,_,,|f|(z) = ccaVx € Aje f(z) # 0, potom lim,__,, (%) () =
0.

4. (Nutng a postacujica podmienka monoténnosti funkcie) Nech I je interval
a f: I — R je spojitd funkcia. Nech je f diferencovatelnd vnitri
intervalu I. Potom f je neklesajica (nerastica) na intervale I vtedy a
len vtedy, ked f’(xz) > 0, (f ' (z) <0) vmitri intervalu I. Naviac f je
rastiica (klesajica) na I vtedy a len vtedy, ked’ f /() >0, (f ' (x) <0) a
f ' (z) # 0 na ziadnom otvorenom podintervale intervalu I.

f(z)

y=krx+q:k=1lm, . =72, ¢=1limy o [f (z) — ka].

Priklady
1 5xt4b523 43224210415 12 4 .3 4 4o
(224 +1) (22 —2-2)(z+1) (;p+1)2 z+1 r—2 r+x2+1°
2 2 1 -1
e -1 |10 1 0 O
2. Vypocitajte A™", det (A),ak A = 0 -1 1 -2
1 2 0 1
1 -1 -1 -1
Inverznd matica: 0 . 0 0
verznd matica: | o 4y
-1 -1 1 2
2 2 1 -1
0 1 0 0 .
0 _1 1 -9~ 1, determinant: 1 (10 bodov)
1 2 0 1
. V6+r—2 _ 7. Vb6+xr—2 6+x4+2 _ 1. x+2 _
3. (a) limg— o Gy = lime— 2 520G Vorgs = iMo——2 2—o)2+o)(VoFat2)
1
E.
(b) f'(z) = & (2°sinz — cos (z?) + arccos (vz)) = - (z°sinz)—-2L (cos (22))+
(arccos (v/x)) = :

5 2 1

d
dx
=25 cosx + batsing + 2rsinz? — —L—.

2yz\/1—x

2

4. f(2) = -z
1) D(f) = R, f(0) = 0, spojita.
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(=22  _ z?

2) Plati —x € D(f) = = € D(f). f(—=z) = —I(o? T T T4a? f(x).
Funkcia je pérna.
3) Pretoze m4 jeden nulovy bod (vid’ 1)) nie je periodicks.
12 T
95) (@) = & (~55 ) = -
ak z € (—00,0) f/(xz) >0/
ak t =0= f(0) =0=max,cr f ()
ak z € (0,00) f/(z) <0\,
. 2_
6) f"(@) =& <_(z28f4)2> = W
ak = € (—oo,—%) = f”(z) >0 U konvexni,
ak x € (—%, %) = f"(xz) < 0N konkdvna
ak = € (%,oo = f"(z) >0 U konvexn4.
7) Inflexné body:
ako=-3— f(-%)=-}
akz= 2 = f (%) =-1
8) limy— 400 41% = —1. Priamka y = —1 je asymptota v bode —oco0 aj v —o0.
H(f) = (=1,0).
-5 10 -5 5 X 10 15
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Riesenie D

Tedria:

1. Elementérne zlomky nad R su raciondlne funkcie F'(x) = oayrkdea,a €
R, ke NaG(z) = %kde a,b,p,q € R, k € N, polyném x? +
pzr + g nema redlne korene.

9. Dy = —BD.

3. Akje f: A — R diferencovatelnd v bode a € A, potom je v tomto bode

spojité.
rovnica doty¢nice: y = f(a) + f '(a)(z — a)

rovnica normély: y = f(a) — f%m)(:r —a).

. (Nutna podmienka existencie extrému funkcie) Nech f : (a,b) — R. Ak

funkcia f ma v bode ¢ € (a,b) lokilny extrém a je v bode ¢ diferencov-
atelnd, tak f '(c) = 0.

Ak pre funkciu f () v bode a plati aspon jedna z rovnosti: lim,_,,- f (z) =
+OO, hmmﬂa* f(ft) = —00, hIn:Jc~>aJr f(’l}) = —00, limzHaJr f(x) = +OO,
potom priamka x = a sa nazyva vertikdlna asymptota.

Priklady:
1. nad R
3z —23 6225 _ 1 1 1 z—1
(@2 Fz+1)(z+2)(z—1)2 ~ z+2  (0—1)° RS e
Tr1+2x9+5r3=—11
2. (a) z1+3z2+4xr3= —9
2$1+61’2+71‘3:*15
1 2 5 -—-11 1 0 0 6
1 3 4 -9 |, redukovang stupnovitd forma: [0 1 0 -1
2 6 7 —15 0O 01 -3
1 2 3 1
5 2 3 5
(b) 9 1 _—92 7|% —20.
-4 1 1 -4
e +e -2 ” 7r
3. (a) f(z) = T pre ze(=30)u(0,3)
pre x=0
x -z _ 9 x _ T T —x
llml_)oe te —hmd,_,oe - ¢ —hml_,oe te =2 +#
1 —cosx sinx cosx

funkcia f nie je spojitd v bode a = 0.
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(b) Vypocitajte lim MG = lim SRt = |
4 f (@) =
1) D(f) =R, f(1) =0, spojité.
2) Plail —z € D(f) = @ € D(f). f(-2) = (—395)721)32 - _w2?f32 = —f (@)

Funkcia je neparna.
3) Pretoze m4 jeden nulovy bod (vid’ 1)) nie je periodickd.
d 3: ) _ 3(3°-27)
4)'5)% (1-24,_32) T (@2+32)
ak z € (—00,—=3) f/(z) <0\,

akx=-3= f(-3)= %:minweRf(l‘)
ak z € (3, )f’(m)>0/

ak 1 =3 = f(3) =3 = max,er f (2)
ak z € (3, )f/($)<0\

6) () = i (i) = Sz

ak x € (—00,—3v3) = f"(x) <0 N konkdvna
ak x € (—3v/3,0) = f”(z) >0 U konvexni,
ak z € (0,3v3) = f"(z) <0 N konkivna,

ak ¥ € (3v/3,00) = f"(r) >0 U konvexns,

7) Inflexné body:

ak x = —3V3 = f(-3V3) = —?
akz=0= f(0)=0

ak = 3v3= f(3V3)=¥3

8) limg— 400 32‘171322 = (. Priamka y = 0 je asymptota v bode —oo aj v —oc.

H(f)=(-%:73)-

0.6
0.4

0.2

20 40
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