
Defińıcia. Nech {an}∞n=1 ⊂ R je postupnost’. Výraz

a1 + a2 + a3 + · · · =
∞
∑

n=1

an

sa nazýva nekonečný č́ıselný rad. Č́ıslo

sn = a1 + a2 + · · ·+ an =
n

∑

k=1

ak

sa nazýva n-tý čiastočný súčet radu
∞
∑

n=1
an.

Nekonečný rad sa nazýva konvergentný, ak je konvergentná postupnost’ jeho čiastočných súčtov. V ta-
kom pŕıpade hovoŕıme, že

∞
∑

n=1

an = lim
n→∞

sn

je súčet daného radu.
Rad, ktorý nie je konvergentný sa nazýva divergentný.

Pŕıklad. Zistite, či je konvergentný rad

a.
∞
∑

n=0

1
2n , b.

∞
∑

n=2

1
n2 − n

, c.
∞
∑

n=1

1
n

.

Defińıcia. Nech a ∈ R \ {0}, q ∈ R \ {0, 1}. Potom sa
∞
∑

n=0

aqn nazýva geometrický rad s kvocientom q.

Poznámka.
∞
∑

n=0

an je geometrický ⇐⇒ an+1

an
= q pre ∀n.

Veta. Geometrický rad
∞
∑

n=0

aqn je konvergentný ⇐⇒ |q| < 1. V takom pŕıpade
∞
∑

n=0

aqn =
a

1− q
.

Dôkaz. sn−qsn = (1−q)sn = (a+aq+aq2+· · ·+aqn)−(aq+aq2+aq3 · · ·+aqn+aqn+1) =⇒ sn =
a− aqn+1

1− q
.

Ak |q| < 1, tak lim
n→∞

qn = 0 a teda lim
n→∞

sn =
a

1− q
.

Ak |q| ≥ 1, tak aj |aqn| ≥ |a| > 0 a teda limn→∞ an 6= 0, preto rad nie je konvergentný.

Pŕıklad. Vypoč́ıtajte 1.
∞
∑

n=3
2
( 3

4

)n
2.

∞
∑

n=1

1
n2 − 3n + 2

.

Veta. (Cauchy-Bolzanovo kritérium) Rad
∞
∑

n=1
an je konvergentný vtedy a len vtedy ak

ku ∀ ε > 0 ∃n(ε) ∈ N také, že: n,m ∈ N, m > n ≥ n(ε) =⇒

∣

∣

∣

∣

∣

m
∑

k=n

ak

∣

∣

∣

∣

∣

< ε .

Veta. Ak je rad
∞
∑

n=1
|an| konvergentný, tak je aj

∞
∑

n=1
an konvergentný.

Defińıcia. Rad
∞
∑

n=1
an sa nazýva absolútne konvergentný, ak je konvergentný aj rad

∞
∑

n=1
|an|.

Poznámka. Môže sa stat’, že rad
∞
∑

n=1
an je konvergentný, ale rad absolútnych hodnôt

∞
∑

n=1
|an| je divergentný.

Potom sa hovoŕı, že rad
∞
∑

n=1
an je relat́ıvne konvergentný.

Veta. (nutná podmienka konvergencie radu)

Ak je rad
∞
∑

n=1
an konvergentný, tak lim

n→∞
an = 0.

Dôkaz. Označme s =
∞
∑

n=1
an, sn =

n
∑

k=1
ak. Potom an = sn − sn−1

=⇒ lim
n→∞

an = lim
n→∞

(sn − sn−1) = lim
n→∞

sn − lim
n→∞

sn−1 = s− s = 0 .

1



2

Pŕıklad. Ukážte, že
∞
∑

n=1
(−1)n 1

n
je konvergentný rad (nie je absolútne konvergenrný).

Veta. (Leibnitzovo kritérium) Nech {an}∞n=1 ⊂ (0,∞) je nerastúca postupnost’. Potom

lim
n→∞

an = 0 =⇒
∞
∑

n=1

(−1)nan je konvergentný rad.

Dôkaz. Označme sn =
n
∑

k=1
(−1)kak. Ukážeme, že postupnost’ {s2n+1}∞n=1 je neklesajúca zhora ohraničená.

Potom muśı byt’ konvergentná a l’ahko sa ukáže, že v takom pŕıpade lim
n→∞

sn = lim
n→∞

s2n+1 =
∞
∑

n=1
(−1)nan:

s2n+1 = −a1 + (a2 − a3)
︸ ︷︷ ︸

≥0

+ · · · + (a2n − a2n+1)
︸ ︷︷ ︸

≥0

, teda {s2n+1}∞n=1 je neklesajúca postupnost’. Je aj zhora

ohraničená: s2n+1 = (−a1 + a2)
︸ ︷︷ ︸

≤0

+(−a3 + a4)
︸ ︷︷ ︸

≤0

+ · · ·+ (−a2n−1 + a2n)
︸ ︷︷ ︸

≤0

−a2n+1 ≤ 0.

Rady s nezápornými členmi

Veta (majorantné porovnávacie kritérium). Nech ∀n ∈ N plat́ı 0 ≤ bn ≤ an. Potom

∞
∑

n=1

an konverguje =⇒
∞
∑

n=1

bn tiež konverguje.

(
∑

an sa nazýva majornatný rad k radu
∑

bn)

Pŕıklad. Ukážte, že
∞
∑

n=2

1
n2 je konvergentný rad. (Návod: využite, že

1
n2 ≤

1
n2 − n

=
1

n− 1
− 1

n
.)

Predchádzajúci pŕıklad je špeciálny pŕıpad tvrdenia:

Veta. Rad
∞
∑

n=1

1
np je pre

a) p > 1 konvergentný; b) pre p ≤ 1 divergentný.

Veta (D’Alambertovo podielové kritérium). Nech an 6= 0 pre ∀n ∈ N a nech lim
n→∞

|an+1|
|an|

= q. Potom

1. Ak q < 1, tak je rad
∞
∑

n=1
an absolútne konvergentný.

2. Ak q > 1, tak je rad
∞
∑

n=1
an divergentný.

Veta (Cauchyho odmocninové kritérium). Nech lim
n→∞

√

|an| = q. Potom

1. Ak q < 1, tak je rad
∞
∑

n=1
an absolútne konvergentný.

2. Ak q > 1, tak je rad
∞
∑

n=1
an divergentný.

Tvrdenie o divergencii vyplýva v oboch tvrdeniach z toho, že q > 1 =⇒ lim
n→∞

an 6= 0, tvrdenie o

konvergencii v oboch pŕıpadoch dostaneme z poorovnávacieho kritéria (dá sa ukázat’, že majorantným radom

je
∞
∑

n=1
aqn pre vhodneé a).

Pŕıklad. Nájdite súčet radu

a)
∞
∑

n=1

1
n2 + 2n

b)
∞
∑

n=1
log2

2n + 1
2n− 1

, c)
∞
∑

n=0
(−1)n

( 2
5

)n
, d)

∞
∑

n=2
(−1)n

( 2
5

)n
, e)

∞
∑

n=1

22n − 1
5n .

Pŕıklad. Zistite, či je konvergentný (absolútne alebo relat́ıvne) alebo divergentný rad

a)
∞
∑

n=1

3n
5n + 1

, b)
∞
∑

n=1
cos

1
2n , c)

∞
∑

n=1

1
3n− 2

, d)
∞
∑

n=1

1
(3n− 2)2

, e)
∞
∑

n=1
sin

1
2n ,

f)
∞
∑

n=1

n!
3n , g)

∞
∑

n=1

3n
2n , h)

∞
∑

n=1

(

n+1
2n+3

)3n−1
, i)

∞
∑

n=0

1
n!

, j)
∞
∑

n=0

an

n!
, a ∈ R.


