BoDY A VEKTORY V PRIESTORE

V trojrozmernom priestore R3 zvolime bod O (pociatok stiradnicovej stistavy) a tri na seba kolmé stiradnicové
osi tak aby sa rotacia vektora i = (1,0, 0) do smeru vektora k = (0, 1,0) o 90° javila z bodu (0, 0, 1) ako otac¢anie
proti smeru hodinovych ruciciek.

A=(z,y,2)

Bod A; = (z,y,0) je kolmy priemet bodu A

do roviny xy. Pravouhly trojunolnik OA; A ma
04—+ ——% dlzky odvesien ||A1A| = |z|, |OAL]| = /22 + 42,
preto podla Pytagorvej vety

h d(0,A) = /a2 1 42 1 22 = |OA|

Oy

Definicia. Orientovana tsecka A—B), ktord ma pociatoény bod A = (a1, a9, as) a koncovy bod B = (b1, b, bs)
sa nazyva umiestnenie vektora u = (u1,us,us3), ak u; = by — a1, us = ba — as, uz = bg — as. V takom pripade
péseme u = B — A.

Uhlom dvoch nenulovych vektorov u, v, Luv sa nazyva uhol o € (0, 7}, ktory zvieraji umiestnenia vektorov
u, v so spoloénym pociatoénym bodom.
Veta. Trojica vektorov (u,v,w) je linedrne zdvisld vtedy a len vtedy, ked sa daji umiestnit do jednej roviny.
Veta. Nech A = (ay,az,a3), B = (b1,bs,b3). Potom je vzdialenost bodov A, B (dlzka vektora AB=B— A):

d(A, B) = |AB| = \/{az — b1)? + (a2 — b2) + (a5 — bs)?

Definicia. Nech fuv = «. Skalarnym sté¢inom nenulovych vektorov u, v sa nazyva ¢islo
u-v =|ul||v]cosa.
Skalarny sté¢in nulového a lubovolného vektora je nula.

Poznamenajme, ze ak su vektory u, v na seba kolmé, tak u-v = 0 a nulovy vektor budeme povazovaf za
kolmy na kazdy vektor.

Veta. Nech u = (u1,u2,u3), v = (v1,v2,v3). Potom plati:

u-V:U1U1+U2’U2+U3U3ZU'VT.

Dokaz. Tvrdenie sa da lahko odvodif z kosinusosovej vety. Ked sa umiestnia vektory u,v do spolo¢ného
podiatoéného bodu, vytvoria trojuholnik so stranami ||ul|, ||v]|, ||[v — ul|. Potom podla kosinusovej vety

1
lv —uf]* = [[ul* + [IvI]* = 2[[u] [v] cos £uv = [[u|* + [|v]]* = 2u-v = u-v = ([ul* + [v]* - [v —ul*)
2

Preto

1
u-v= 5((u% + ug + ug) + (U% + v% + v%) — ((m — u1)2 + (ve — ug)? + (vs — U3)2))

upravenim tohoto vjrazu dostaneme u - v = u1v; + ugVs + Uzt =U- V' . .

Skalarny sacin teraz pouzijeme na odvodenie vzorca na vypocet siradnic kolmého priemetu vektora u do
smeru vektora v (Py u).

Veta. Kolmy priemet vektora u do smeru vektora v je
u-v

Pyu=—5.
IR

Dokaz. Oznac¢ime u; = Py u a uy =u — u;. Potom uy L v a dostaneme

u || v = 3t € R také, ze u; =tv
u u- u, L v — us-v=0. Preto

u=wtuw=tv+us = u-v=(tv+u) - v=_tv-vt+uy-v=_t|v|?
u-v

uv =t|v|? = u1:tV:W

<]



Definicia. Vektorovy sicin vektorov u = (uy, ug,us), v = (v1, v2,v3) je vektor
u X v = (ugU3 — ugva, Uy — U1V3, U1Vs — UV1).

Definiciu vektorového sté¢inu si mézeme prepisat v podobe determinantu:

u X v = (ugU3 — U3z, Usvy — U1U3, U1Vg — UV ) = (U2¥3 — uzv2)i + (usvy — u1v3)j + (urv2 — ugvy )k
i j k

k= U1 Uy Uus
U1 V2 U3

U2 U3
U2 U3

Uy us
U1 U3

Uy U2
)

= i—

J+

Vektorovy sucin ma nasledujtce vlastnosti

l.uxv=—-vxu

2. (uxv)-u=0, (uxv) -v=0,teda u x v je vektor kolmy na oba vektory u, v.

3. |Ju x v|| = |ju|| ||v] sin £Luv plocha rovnobeznika vytvoreného vektormi u,v).

4. Orientacia vektora u X v sa d4 uréitf podla ,pravidla pravej ruky:” Ak prsty pravej ruky ukazuju smer
otacania vektora u do v, tak palec ukazuje orientaciu vektora u x v.

Definicia. Zmiesany sicin vektorov u = (u1, ue,us), v = (v1,v2,v3) w = (w1, we, ws) je ¢islo
Uy U2 us

u-(vxw)=|v; vy w3zl
wy w2 ws

Absolttna hodnota zmieSaného stéinu u - (v x w) je objem rovnobeznostena vytvoreného vektormi u, v, w.

» . . ’ . - - = -
Priklad. 1. Vypocitajte objem rovnobeznostena vytvoreného vektormi AB, AC', AD, ak
A=(-3,20), B=(0,-3,2),C=(1,0,—1), D = (2,1,0).

AB = (3,-5,2), AC = (4,-2, 1), AD = (5,~1,0),
b N - TS R
AD-(ABx AC)=|3 -5 2 |=34
4 —2 -1
A B V =|AD - (AB x AC)| = 34,

-,

2. Vypoditajte ||(2@ — b) x (3@ + 2b)||, ak ||@|| = 4, ||b]] =5, @- b= —12.

-, -, -, -, —. — —

(2@ — b) x (3@ + 2b) = (2@) x (3@) + (2@) x (2b) + (—b) x (3@) + (—b) x (2b) =4d@ x b—3bxa="7Tax b

Teda ||(2@ — b) x (3@ + 2b)|| = 7|@]|||b]| sin £@b = 7]|@||||6]| V' 1 — cos? £ab,
. @b -12 -3 . .
cos £ib = — 7 =% =5 — (2@ —b) x (3@ +2b)|| =7-4-5,/1— = =285 2 =112.



ROVNICE ROVINY A PRIAMKY

Rovina p uréend (normdlovym) vektorom n = (a,b,c) L p a bodom A = (xg, yo, 20) € p ma rovnicu

(Zil’an*yOaZ*ZO) ’ (a,b,c) =0,
alx —x0) + by —yo) + c(z — 29) =0 normdlova rovnica,
axr+by+cz+d=0 v8eobecnd rovnica.

—axg —byo — czo =d
Priamka p uréend bodom A = (x¢, o, 20) a smerovym vektorom u = (u1, ue, u3) ma parametrickd rovnicu:
(z,y,2) = (0,0, 20) + t(u1,uz,u3), tE€R,
rozpisané po suradniciach:

xr = xg + tuq
Y = Yo + tusg
z=2zy+tug, tER

Vzdialenost bodu A = (xg, Yo, 20) od roviny p: ax + by +cz+d =0 je = (2,y,2)
b d
d(A, p) = 1az0t b0 +ez0 +d]
Va2 + b2+ 2

Priklad. N&jdite
a. rovnicu roviny, ktora obsahuje body

A=(3,1,2), B=(4,0,3), C =(-2,5,3). A
b. parametrické rovnice priamky p = AB u
c. vzialenost’ bodu C od priamky p.

Iﬂeﬁenie: . .
a. AB=B—-A=(1,-1,1), AC = (-5,4,1). Ozna¢me P = (x,y, z), potom AP = (z —3,y— 1,2 —2) Bod P
lezi v rovine ABC' vtedy a len vtedy, ked st vektory AB , AC a AP linedrne zévislé, t.j.
r—3 y—1 z-2
1 -1 1 = 0, rozvojom podla prvého riadku dostdvame normdlové rovnicu roviny:
-5 4 1

) | VR I R e
Bz —3)—6(y—1)— (2 —2) =0

b.  p:(z,y,2)=(3,1,2)+¢(1,—1,1),t € R, resp.: = =3+,
Y= 1- t7
z=2+tteR

L
c. Na priamke p ndjdeme bod P = (3 +t,1 —t,2 +t) tak, aby bol vektor PC L AB:

C—P=(-2,53)-@B+t,1-t,2+t)=(-5—-t,4+t,1-1) L (1,-1,1) = ~5-t—4—t+1-t=0
8 . 8

8 8
—-8-3t=0 t=——=,tedaC—-—P=(-5+-,4—=-,1+—
- 3 eda ( —|—3, 3’ +3)z

1 1 1
d(C,p) = | PC| = GV 42+ 112 = SVAD 116+ 121 = £ V186



