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Chapter 1

Uvod

1.1 Pomocné pojmy

O funkcii budeme hovorit v tom pripade, ked médme k dispozicii dve mnoZiny
A, B a pravidlo (predpis) f, pomocou ktorého je kazdému prvku x € A priradeny
prave jeden prvok f(z) € B. (Zapisujeme x — f(x).) Teda funkcia je vlastne
trojica (A, B, f), ¢o budeme zapisovat v tvare

f:A— B.

V tejto stvislosti mnozinu A nazyvame definiény obor (obor definicie) funcie
f. Zvykneme pouzivat aj oznacenie A = D(f). Mnozinu B nazyvame koobor
funkcie f. Oborom hodndét funkcie f nazyvame mnozinu

H(f) ={f(2) [z € A}

Je zrejmé, ze vzdy plati H(f) C B. O obore hodndt ma zmysel uvaZzovat iba v
pripade zloZenej funkcie a pri inverznej funkcii. Vo zvysnych pripadoch vysta-
¢ime s kooborom.

Definicia 1 Nech f : A — B a g : B — C st dané funkcie. Potom je
definovand funkcia

h=(gof): A—C, hzx)=(ge f)(z)=g(f(z)).

Tito funkciu nazgvame zloZend funkcia (kompozicia) z funkcii f a g. Funkciu
g : B — C nazgvame hlavnd zlozka a funkciu f : A — B wvedlajsia zlozka
zloZenej funkcie.

Definicia 2 UvaZujme o funkcii f : A — B.

1. Nech pre kaZdé x1,29 € A také, Ze x1 # x2, je f(x1) # f(x2). Potom
hovorime, Ze funkcia f je injekcia.

3
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2. Nech B = H(f). Potom hovorime, Ze funkcia f je surjekcia.

8. Ak f je injekcia a aj surjekcia sucasne, tak ju nazgyvame bijekcia.
Definicia 3 Nech funkcia f : A — B je bijekcia. Potom je definovand funkcia
fTheB— Ay f7Hy)

takad, Ze
f~Yy) ==z prdve vtedy, ked f(z) =1y.
Funkciu f~' : B — A nazjvame inverznd funkcia funkcie f.

Tento semester sa budeme zaoberat len realnymi funkciami jednej realnej

.....

nebude zaujimat obor hodnot funkcie, budeme uvazovat o maximélne moznom
koobore, a teda polozime B = R. Tuto dohodu budeme zapisovat v tvare

f:A—R.

Definicia 4 UvazZujme o funkcii f : A — R. Nech A je takd mnoZina, Ze pre
kazdé x € A aj —x € A. Potom:

1. Ak pre kazdé x € A plati
f(=z) = f(=z),

tak hovorime, Ze funkcia f je parna. (Jej graf je sumerny podla osi y-ovej.)
2. Ak pre kazdé x € A plati
f(=2) = —f(=),

tak hovorime, Ze funkcia f je nepdrna. (Jej graf je simerny podla zaciatku
stradnicovej sustavy.)

Definicia 5 Uvazujme o funkcii f : A — R. Nech existuje T > 0 také, Ze
1. pre kaZdé x € R plati: v € A prdave vtedy, ked x +T € A,
2. pre kazdé x € A plati f(z) = f(x +T).

Potom hovorime, Ze f je periodickd funkcia a T je jej perioda. Ak existuje
najmensie T > 0, ktoré€ spliia podmienky periodicnosti funkcie, tak ho nazgvame
najmensia perioda funkcie f.

Poznamenavame, Ze nie kazd4 periodickd funkcia musi mat najmensiu peri-
6du (vid konstantnd funkcia).

Definicia 6 Nech f: A — R je dand funkcia. Potom mnoZinu
G(f) ={(z, f(x)) SR xR |z e A}
nazyvame graf funkcie f.

Definicia 7 Nech A C R a existuje také M > 0, Ze pre kazdé © € A plati
|x| < M. Potom hovorime, Ze mnoZina A je ohranicend.

Definicia 8 Uvazujme o funkcii f : A — R. Ak jej obor hodnot H(f) je
ohranicend mnozina, tak hovorime, Ze funkcia f je ohranicend.
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1.2 Priklady

Cast I

1. V nasledujicich prikladoch najdite definiény obor funkcie f, ked

(a) f(z) = gk +log(1—a). oo, [(=1,0) U (0, 1)].

(c) f(x) = /2cos (3x) — V3.
[Unez (—75 + 555, & + 5%) k€ 2]

2. V nasledujtcich prikladoch najdite definicny obor funkcie f a vysetrite
parnost a neparnost funkcie, ked
(a) f(x) = \/ﬁ%%-
[(—o0, —1) U (2, 00) ;nie je parna, ani neparna) .

(b) flo)=2E [R\ {0} ;neparna] .

a®—1

3. Dand je funkcia f : f(x) = || L“ﬂ. Najdite definiény obor, obor

[4—22

funkénych hodnot, upravte predpis funkcie a potom nacrtnite graf.

[D(f) = (_007 _2) U (2, OO)§ H(f) = (2, OO)] :

4. Zistite, ¢ k funkcii /1 —log, (z — 1) existuje inverznd funkcia, ak &no,
najdite ju.
f:(1,3) = (0,00) je bijekcia,
F71:(0,00) — (1,3), f1(z) =27 4+ 1. ] '

5. V nasledujtcich prikladoch st dané funkcie f : A — B,g : B — R.
N4jdite mnoziny A, B tak, aby existovala zlozena funkcia g o f a potom
najdite jej predpis.

(a) f(x) = 1. 9(2) = V.

[ A= (—00,—1)U(1,00), B = (0,00)

f:(—oo,—l)U(l,oo)—> <07 )v f(x): %7
g:{0,00) = R, g(z) =+/z,

(gof): (=00, ~1)U(1,00) = R, (go f)(z) =g(f(2)) = /55

A= (0,1)U(1,00), B = (—o00, 1)U (1, 00),
f:<0,1)U(1,00 —>(—OO,1)U(17OO), f(m):ﬁa
g:(—oo,l)U(l,oo)—>R,g(x):iﬂ,

[ (9o f): (0, 1)U(1,00) = R, (go f) (z) = g (f(2)) = Y2
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Cast II

1. V nasledujicich prikladoch najdite definiény obor funkcie f, ked

() f(z) = 22 [(=2,3)].
(b) f(w)=Y==4at3 [(—00,0) U (0,1) U (3,00)].
(¢) f(@)=+/—2+1logs(x —1). ooviiiiiiiiii [(10, 00)].
(d) flz)= \/_2 1081 (2 —1). e (1, 10)].
() f@) =z —3[—1. oo [(—00,2) U (3, 00)].
() flo) = VLB,

[Unez {(km, § +km) U (5 + b, 5 + k)]

2. V nasledujicich prikladoch najdite definiény obor funkcie f a vysetrite
parnost a neparnost funkcie, ked

(a) f(z)=1—+/2cos(2z). ....... Upez (—5 + km, T + km) , parna).
(b) f(z)=In (g’f—;) e [(—3,3) nepérna).

[(—v2,0) U (V2,00) , ani pérna, ani neparna).

3

(d) f(z)= e SRR R R R R TR R PR PR [R\ (—1,1), nepéarna].

(©) f(2) = VI~ g .

[Ukez (—% +km, T+ k:ﬂ'> , ani parna, ani nepérna] .

3. Rieste tieto dve tlohy:

(a) Najdite inverzni funkciu k funkeii f(z) = -5+ 3v/z.
f:(0,00) — (=5,00) je bijekcia,
J7h i (=5,00) = (0,00), [7Ha) = (552)°.

(b) Dan je funkcia f : R — R, f (2) = 22 —4x. N4jdite také dve ztizenia
s maximalnym D (f;), ¢ = 1,2, aby k nim existovali inverzné funkcie.
Néjdite ich predpisy a nacrtnite grafy danej aj inverznej funkcie v
oboch pripadoch.

f1:(—00,2) = (—4,00) je bijekcia,

ffl : <_47OO) - (_0072>7 ff1<$) =2- m?
f2:(2,00) — (—4,00) je bijekcia,
foti(—4,00) = (2,00), fil(z) =2+ Vi T+

4. V nasledujucich prikladoch najdite definiény obor funkcie f, ak

(a) f(z) =arcsin(3x — 5). oot [(3,2)].
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(b) f(z) =arcsin25. ...l [(—o0, —1) U (5, 00)].
(c) f(x) = arccos(z? —2x). ..., [(1— \f 2,1+2)].
(d) f(z) = arctg YZE2E3 R\ {5}].
(e) flz) =arctg /L2206 [(—00,2) U (3,00)].
(f) f(x) =arccotg Y2=E . ... [(—3,3)\ {1}].

5. Dané su funkcie f: A — B, g : B — C. Najdite mnoziny A a B tak, aby
existovala zlozena funkcia g o f a najdite jej predpis , ak:

(a) f(z) =In(5—=), g(z)=2+z
[ A= (—00,4), B ={0,00),
fi(=00,4) — (0,00), f(z) =In(5—x)
g:{(0,00) >R, g(z) =2+ x ]
L (gof):(=00,4) =R, (gof)(x) =g(f(x)) =2+ /In(5—x)

[ A=1(0,9), B=(-00,5)

f1:(0,9) — (o0 5),f($)=2+\/5, ]
g:(—00,5) = R, g(x) =In(5 — x),

(g0f):(0,9) =R, (9o f)(x) =g (f(2)) =In@ - x)

Cast III
1. Nakreslite graf funkcie f, ak

(a) f(z) =,
(b) f(z)=(3)",
(c) f(z) =2,
(@) f(z) = logy .
(e) f(z)=logyx

2. V nasledujucich prikladoch najdite definiény obor funkcie f, ked
(a) f(z) =1/3—loga(b—x). ooiii [(—3,5)].
(b) f(@)=/1—logi(x—3). ... [(Z,00)].
(¢) f(z) = logs (;tﬁ) PR PRPRPRN [0, 4)].
(d) f(z) = log, (2?;@2) TR URRPRERRR [0, 2)].

(e) f(x) = arctg 7W

(f) f(z) =arcotg /23 . [(—o0, —3) U (5, 00)].
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(g) f(x) =In[l —logio(z2 =5z 4+ 16)].  «oovriiiiiinn, [(2,3)].

3. V nasledujicich prikladoch najdite definiény obor funkcie f a vysetrite
parnost a neparnost funkcie, ked

(a) f(@) =26 —2[2]. oo [(=3,3), nepérna).
®) f(x)=In(G—|22—3]). ......... [(—1,4) ani parna, ani neparna).
(0 flo) =g [R\ (—1,1), pérnal.
@) f(z)= IV(IIT) ........ [(=1,0) U (0,1), ani parna, ani neparna).
() fla) = —H—. ... [(—00, —3) U (3,00) \ {—5,5}, parnal.
(f) f(z) =+/tg (2z). .. [Uez(kZ, 5 + k%), ani parna, ani neparnal.

4. Rieste nasledujtice dve tlohy:

(a) N4jdite inverznt funkciu k funkeii f(z) = 3 + arcsin(2z + 1).
[ f:(-1,0) > (3—%,3+ %) je bijekcia,
| /1 (3-3,3+43) = (=1,0), f7H(x) =—3 + 3sin(z —3).
(b) Vysetrite, ¢i funkcia f : (—o00,0) — (=00, =7), f(z) = —2? +42 -7
je bijekcia. Ak 4no najdite k nej inverznt funkciu.
[ Dané funkcia je bijekcia,
L fil : (700,,7> - (7OO>0>7 fﬁl(l‘) =2-v-z-3.
5. Dané su funkcie f: A — B, g: B — C. Najdite mnoziny A a B tak, aby
existovala zlozend funkcia g o f a najdite jej predpis , ak:

A:(O,oo),B:(l,oo),.

f:(0,00) — (1,00), f(x) =6",

g:(l,oo)—ﬂl&g(w)z (E—l,

| (g0 f):(0,00) = R, (gof)(z) =g(f(z))=v6"—1
(b) f(z)=Vz -1, g(z)=06".

[ A=(1,00), B=R,

f:{l,0) =R, f(z)=vVzr-1,

g:R—=R, g(z) = 6%,

L (9o f):(L,00) =R, (go f)(z) =g (f(z))=6vVe1




Chapter 2

Diferencialny pocet

2.1 Uvodné pojmy.

Definicia 9 Necha € R ae > 0. Epsilonovym okolim bodu a nazjvame mnozinu
O:(a) = (a — e,a + €). Prstencovym epsilonovym okolim bodu a nazjvame
mnozinu O2(a) = O.(a) \ {a}.

MnoZinu O.(c0) = (1, 00) nazjvame e-ovym okolim bodu co. Prstencové e-
ové okolie O2(c0) definujeme predpisom O2(o0) = O.(00). Podobne definujeme
epsilonové a prstencové epsilonové okolie minus nekonecéna vztahom O2(—o0) =
O.(—00) = (—o0,—1).

Definicia 10 R* = R U {00, —0c0}.

Definicia 11 Nech A C R a a € R*. Budeme hovorit, Ze bod a je hromadngm
bodom mnoZiny A, ak v kaZdom O2(a) lezi bod mnoZiny A.

2.2 Limita a spojitost funkcie

Definicia 12 Nech f: A — R, a,b € R* a a je hromadngm bodom mnoZiny A.
Ak pre kazdé O.(b) existuje OF(a) také, Ze f(O%(a)NA) C OL(b), hovorime, Ze
funkcia f: A — R md v bode a limitu b. PiSeme lim,_,, f(x) = b.

Definicia 13 Nech f : A — R a a € A je hromadngm bodom mnoziny A. Ak
lim,_, f(z) = f(a), budeme hovorit, Ze funkcia f : A — R je spojitd v bode a.
Ak funkcia | je spojitd v kaZdom bode a € C C A, tak budeme hovorit, Ze
funkcia f je spojitd na mnoZine C.
Ak funkcia f je spojitd v kaZdom bode a € A, tak budeme hovorit, Ze funkcia
f je spojitd.
Vetal Nech f : A - Rag: A — R. Nech lim,, f(z) = by € R a
lim,_, g(z) = by € R. Potom

1. limg—o(f 4 g)(z) = by + ba,
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2. limy o (f.9)(z) = b1.bg,
3. ak by #0 a aj g(x) # 0 pre kaZdé x € A, tak

im (L) ()= 22
lim (g> () =
4 limg g | f1(2) = [ba],

Definicia 14 Nech f: A — R a C C A. Potom funkciu (f|C): C — R, (f|C)(z) =
f(z) pre kazdé x € C, nazgvame ziZenie funkcie f na mnoZine C.

Veta 2 Nech f: A— R, C C A aa€R* je hromadnygm bodom mnoZiny C.
Nech limy_., f(x) = b. Potom aj lim,_,,(f|C)(z) = b.

Definicia 15 Nech f: A— R aa € R. NechC = (—o0,a)NA a D = (a,00)NA.
Ak a je hromadngm bodom mnoZiny C, tak lim,_,(f|C)(z) = lim, . f(x)
nazyvame limita funkcie f v bode a zlava.

Podobne, ak a je hromadnym bodom mnoziny D, tak lim, ..(f|D)(x) =
lim, 4+ f(z) nazgvame limita funkcie f v bode a sprava.

Veta 3 Nech f: A— R alim,_, f(z) =b.

Ak a € R je hromadng bod mnoZiny C = (—oo,a)NA, tak ajlim,_,,_ f(z) =
b.

Podobne, ak a € R je hromadny bod mnoZiny D = (a,00) N A, potom
lim, ot f(z) =0.

Veta 4 Nech f: A — R aboda € R je hromadnyg bod mnoZiny C' = (—oo,a)NA
a aj hromadngm bodom mnoZiny D = (a,00) N A. Potom lim,_,, f(x) existuje
prdve vtedy, kedlim,_,,_ f(x) =lim,_, o4 f(z). V pripade existencie potom plati

lim f(r) = lim f(z) = lim f(z).

r—a

Definicia 16 Nech f: A — Raa € A. NechC = (—00,a)NA a D = (a,0)NA.
Ak a je hromadngm bodom mnoZiny C a funkcia (f|C) je spojitd v bode a,
tak hovorime, Ze funkcia f je spojitd v bode a zlava.
Ak a je hromadngm bodom mnoZiny D a funkcia (f|D) je spojitd v bode a,
tak hovorime, Ze funkcia f je spojitd v bode a sprava.

Veta 5 Nech f: A — R aboda € A je hromadny bod mnoZiny C = (—oo,a)NA
a aj hromadngm bodom mnoZiny D = (a,00) N A. Potom funkcia | je spojitd v
bode a prdve vtedy, ked je spojitd v bode a sprava aj zlava.

Veta 6 Nech f : A - B C Rag: B — R. Nech lim;—, f(z) = b a
lim, ., g(x) = ¢. Nech je splnend aspori jedna z nasledujicich podmienok:

e Pre kazdé x € A\ {a} je f(x) # .

e Funkcia g je spojitd v bode b.
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Potom lim, (g o f)(z) = lim,_, g(f(x)) = c.

Veta 7 Nech f: A — B C R je spojitd v bode a a funkcia g : B — R je spojitd
v bode f(a). Potom funkcia (go f) : A — R je spojitd v bode a.

Dosledok 1 Zlozend funkcia zo spojitych funkcii je spojitd.

Definicia 17 Nech lim,_., f(z) € {oo,—oc0}. Potom hovorime, Ze funkcia f
md v bode a nevlastnd limitu.

Veta 8 Nech lim,_., f(x) = co. Potom lim,_,,(—f(z)) = —occ.

Veta 9 Nech f: A— R ag: A— R. Nechlim,_,, f(x) = 00 a existuje k € R
také, Ze g(x) > k pre kaZdé x € A. Potom lim,_..(f + g)(z) = oo.

Veta 10 Nech f: A—Rag:A— R. Nechlim, ., f(x) = o a existuje k € R
také, Ze k>0 a g(x) > k pre kazdé x € A. Potom lim,_.,(f.g9)(x) = cc.

Veta 11 Nech lim,_,, |f|(x) = co. Potom lim,_., %(m) =0.

Veta 12 Nechlim,_,, f(z) = 0 a pre kaZdé x € A je f(x) > 0. Potom lim,_,, %(x) =
0.

Veta 13 Nech f: A— R, g:A—R ah:A— R. Potom

1. Ak pre kazdé © € A je f(x) < g(x), tak v pripade existencie vlastngch
limdt lim,_,, f(z) alim,_.q g(x), plati: lim, ., f(z) < lim, ., g(x).

2. Ak pre kazdé x € A je f(x) < g(z) < h(z) alimy_q f(x) = lim,_q h(x),
tak existuje ajlim, ., g() a plati: im,_,, g(z) = lim, o f(2) = lim,_,, h(z).

Veta 14 Nech funkcia f : {(a,b) — R je spojitd (na intervale {a,b).) Potom:
1. Je na intervale {a,b) ohranicend.

2. Nadobida na intervale (a,b) minimum a aj maximum. To znamend, Ze
existuji ¢, C € (a,b) také, Ze pre kazdé x € (a,b) plati f(c) < f(z) < f(C).

3. Ak f(a).f(b) <0, potom ezistuje c € (a,b) také, Ze f(c) =0,
Désledok 2 (Veta o medzihodnotdch) Nech I je interval a f : I — R je spojitd

funkcia. Nech a,b € I st lubovolné a d € R je také, Ze min{f(a), f(b)} < d <
max{ f(a), f(b)}. Potom ezistuje ¢ € (min{a, b}, max{a,b}) také, zZe f(c) =d.
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2.2.1 Priklady
Cast I
1. Vypocitajte limity v nasledujtcich prikladoch:

23222 —5x+6

(a) limy 1 75225 [-3].

(b) limy_o [@If +In(l-z )] ............................... 4],

() limy o 555, oo 3.

() limy—o (%)m ......................................... [€6]
SFI1

(@ lime o (352) 7 /3

(f hmﬁoo(—zlm + 5x3 — T4 10). [—o0]

1573m2+2m71

(1) Timy oo A5 oo [1].
(m) lim, . :Lftl .............................................. [00].
(n) lim,—,_4 \/% ............................................. [00].
(0) limy (2% % — 1), i [Neexistuje].
(p) lmg = (2% — 1), oo [1].
(@) limg = (2°008% — 1), Lo [0].

8 =

pre x < 0,
2. NeCh f(‘/'r) = _% Ccos T prex > 0

Vypoditajte limy .o f(2). ..o [—o0].

3. Nech f(z) = Z£53. Vypocitajte

a) My oo FZ). e

(a) 1],
(b) Uy oo FlZ). oo [1],
() Hmg st F@). e [o],

) ]

(d) Hmgs— fZ). oot [—o0].
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Nacrtnite graf funkcie.
4. Je funkcia f(x) v bode a spojit4?

z3—1

(a) a=1, f(a?):{lw pre z # 1,

-3 prex = 1.
[lim, 1 f(x) = =3 = f(1), teda je v bode a spojitd].

xarctg% pre z < 0,
(b) a=0, f(z)=<0 pre x = 0,

l—coszx
72

pre x > 0.

[lim,_o f(x) neexistuje, teda nie je v bode a spojitd].

5. Najdite parameter p tak, aby funkcia f(x) bola v bode a spojité:

23 —42®+2+6
(@) a=2, fla)={ —rse2 PrETEZ b =3
P pre z = 2.
sin(2x)
pl— pre x < 0,
(b) a =0, f(:v):{s_(x @ ) emm0 pe {22}
m > 0.

2 b <1
(@ a=1, f)=4""7%, Per=s
—x+ % prex > 1.

Potom nacrtnite graf funkcie. .............. ... [p = 4].

Cast IT

1. Vypocitajte limity v nasledujicich prikladoch:

(a) lim, . _p ZHEBEHBLH2 [—1].
(b) limg_4 \/m%“’l_f\/g .......................................... [41/3]
(c¢) lim, g 12155_4 ............................................. 3]
(d) limg—,_4 12$§;_4~ ................................... [Neexistuje]
(e) limy oo(1 — 3z + 722 —423). .. [—o0]
() limaoe s [0].
(g) limg oo S535 4042 [—o0].
() My oo o E TS [—1]
(i) imy ooz [In(z+1) —Inz]. oo [1]
() lim o (2221) OO U U PR USUURR %]
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L pre x < 3,

2. Nech =3
ech f(z) (x — 3)?sin wi pre x > 3.

3
Vypoditajte lim, 3 f(2). oo [Neexistuje].
tg (3z) 0
3. Nech f(z) = @ pre & <5,
3sm(g—m) pre z > 0.
Vypoditajte limy o f(Z).  oooiri [3].

4. Vypoditajte limity funkcie f(z) v oo, —oo a v bodoch, v ktorych f(z) nie
je definovana. Potom nacrtnite graf, ak:

() f(2) = sm5oro-

[ lim, . f(x) =0, lim,, o f(z) =0,
lim, , oy f(z) =00, lim,, o f(z) = —o0,
L limat—>—5+ f(iC) = —09, lim,_,_5_ f(ZE) =

(b) f(z) = =5
[ lim, oo f(2) =0, lim, .o f(z) =0,
hmw—>—2+ f( ) =

00, lim,—,_o f(x) = —o00,
| limg oy f(2) =00, lim, .o f(z) = —0c0
(©) f(z) = =22,
[ lim, .o f(z) = —00, lim, . o f(z) = oo,

| limg 14 f(z) = =1, limy - f(z) =1,

5. Je funkcia f(x) v bode a spojita?

222462 —20
(a) a=2, flz)={ o se2t2 PIET 72
’ 7 pre x = 2.

[lim, o f(x) =7 = f(2), teda je v bode 2 spojitd].
(b) a=4, f(z)= {\/fifs\/g pre x # 4,
2 pre z = 4.
[lim,_4 f(z) = 4v/3 # f(4) = 2, teda nie je v bode 4 spojita].
sin(2)
(c) a=0, f(z)= {3;132(396) pre z # 0,

241

pre x = 0.

[lim,_, f(z) = f(0) = 2, teda je v bode 0 spojitd].

(r —1)cos = prex < 1,

x—1

222 — 1 pre x > 1.

(d) a=1, f(z) ={

[lim,_,1 f(x) neexistuje, teda nie je v 1 spojitd].
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z?sin 1

= prex > 0.

sinx

{:chl pre x <0,

[lim, o f(x) neexistuje, teda nie je v 0 spojitd].

6. Najdite parameter p tak, aby funkcia f(x) bola v bode a spojité:

sin(5z)
—,— Dprexz #0,
(a) a=0, f(x):{ 2 R T [p=3]
P pre x = 0.
1
(b) a=0, f(z)= {;m g: i i 8’ ................. [p neexistuje].

7. Najdite parameter p tak, aby funkcia f(x) bola v bode a spojitd a potom
nacrtnite graf funkcie:

2 -
PoBri6 o 43

(a) a =3, f(:v){ z=3 D [p=1].

P pre z = 3.

2 <1
b) a=1, f(z)=4E" PreL =4 — 49,
6 pT
>z brex> 1.
x+2
e -2,
(¢) a=-2, f(z)= { e ® PrETA-Z [p neexistuje].
p pre x = —2.

8. D4 sa funkcia f(z) dodefinovat v bode a tak, aby bola v fiom spojitd? (V
pripade kladnej odpovede napiste je predpis!)

JJ2+21}—3
2 rex # 1
=1, = Ppes —{ 7z P ’
(a) a f(x) 2> fz—2 [f(x) {g pre x = 1.
(b) a=2, f(z)=:%. ..[limy .o neexistuje, nedd sa dodefinovat].
sin(6x)
. <0,
(c) a=0, f(z)= {;‘2(921) Pred=" [4no, f(0) = 3].
s pre x > 0.
Cast III
1. Vypocitajte limity v nasledujtcich prikladoch:
(a) limgo T2 2002 1.
(b) lim, g Z5700 492 [0].
(c) limg—,_o l_zf;3. ........................................... [—3].
(d) limg_5 \/;5””2 ............................................. [20].
(€) limy oo (2 + 322 + T2 —42%). . [—oc].
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. 2_
(f) lim, S;H»%' .......................................... [0].
i k4,2
(g) limg— o W .................................... [—o0].
. _ 2_ 3
(h) lim, W. ..................................... [—%].
(i) lim (Lﬁ)m2 [e?]
R e .

CL‘277I'I

2. Nech f(z) = { ST

(zsin (3 —z) prez > .
Vypoéitajte limy, . f(2). oo [7].

3. Vypoditajte limity funkcie f(z) v 0o, —oco a v bodoch, v ktorych f(x) nie
je definovana. Potom nacrtnite graf, ak:

(a) f(z) = 525
[ lim, .o f(z) =0, lim, . f(z) =0,

| lim, oy f(2z) =00, lim,_, 5 f(z)= —o0
(b) f(z) = =55
[ lim, oo f(x) =0, lim,_._ f(z) =0,
lim, 34 f(z) = —oc0, lim, 3 f(z) = oo,
| lim, 3¢ f(z) = —oo, lim,._3_ f(x)=o00

() f(2) = =55

]'imCEHB f(x) = _iv 1imz~>71+ f(.’E) = =00,
L lim, 41— f(.T) = 00,

4. Je funkcia f(x) v bode a spojita?

5-8

£ 2

() a=2, @)= DT
4 pre x = 2.

[lim, o f(z) =12 # f(2), teda nie je v bode 2 spojité].

(2x)®—4nx

b) a=m fla)=9q = 0 PETET
4z sin (m — 7”) pre x > .

lim, ., f(x) = —47 = f(x), teda je v bode 7 spojita].

(z — 1)arccotg -2  prez < 1,
(c)a=1, f(z)=<(m prex =1,
prexz > 1,.

lim,_,1 f(x) =0 # f(1) = 7, teda nie je v bode 1 spojitd].

5. Najdite parameter p tak, aby funkcia f(x) bola v bode a spojité:
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(@=3) —4 re r #5
(a) a=5, f(:v)—{ s PreTAS p = 4]
P prex =5
Pl prex <1,
(b) a=1, f(z)= rr e [p € {0,1}]
ptg 7 prex >1
T
Z — pre z < 4,
c) a=4, =4, T =1
(©) a=4, f() {8 e~ 4 p =3

6. Najdite parameter p tak, aby funkcia f(z) bola v bode a spojité a potom
nacrtnite graf funkcie:

eP* pre z <0,

p—zx prex >0.

rT+p prex <2,

(b) a=2, f(z)=< -2 Pre T =2, ittt [p=—4].
2 pre x > 2.
7. Zistite, ¢i k funkcii f : (—oo,—1) — R;f(z) = 2%, existuje inverzna

funkcia, ak dno, najdite ju.
fi(=00,—1) — (0,00) je bijekcia,
F71(0,00) = (=00, =1), f71 (2) = ==L

2.3 Postupnosti

Definicia 18 Postupnost (redlnych ¢isel) je funkcia f : Nt — R. Hodnotu
f(n) = a, nazgvame n-ty élen postupnosti. V tomto pripade postupnost zapisu-
jeme v tvare (an),.; -

Ak ezistuje lim,, oo a,, = a € R, tak hovorime, Ze postupnost (a,),., je
konvergennd. Vo zvysnijch pripadoch hovorime, Ze postupnost je divergentnd.

Veta 15 Postupnost (a,),., je konvergentnd a lim, . a, = a prdve vtedy,
ked pre kazdé € > 0 existuje ng € N také Ze pre kazdé n > ng, n € Nt plati

lan, —al <e.

Definicia 19 Nech (a,),., je postupnost redlnych ¢isel. Ak pre kazdé n € N*
je

3

® a, < anpt1, tak hovorime, Ze postupnost (a,),_, je rydzo rastica;

o0

n=
o a, <a tak hovorime, Ze postupnost (a,)°" . je rastica;
n > Un41, f p P n)pn=1 J )

o2, je rydzo klesajica;

3

® a, > an41, tak hovorime, Ze postupnost (an

(an)
(an)
® a, > ani1, tak hovorime, Ze postupnost (a,)
(an)

oo, je klesajica.
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Uvedené postupnosti sa nazyvaji monotonne postupnosti.
Veta 16 KaZdd rastica zhora ohranicend postupnost je konvergentnd.

Definicia 20 Nech f : Nt — Nt f(k) = ny je rjdzo rastica postupnost
prirodzengch ¢isel a g : Nt — R, g(n) = a, je postupnost redlnych cisel. Potom
ZloZent funkciu (ktord je tieZ postupnostou) go f : Nt — R, (go f)(k) =
g(f(k)) = g(ng) = an, nazjvame vybrand postupnost z postupnosti (an ).,

pomocou postupnosti (ng)g—,

Veta 17 Nechlim,, . a,, = a. potom pre kazdi jej vybrand postupnost (an, )pe
plati limy, o ap, = a.

Veta 18 (Bolzano-Cauchyho kritérium konvergencie postupnosti) Postupnost
(an);2, je konvergentnd prdve vtedy, ked pre kazdé ¢ > 0 emistuje ng € N také
Ze pre kazdé m,n > ng, m,n € NT plati

|an, — am| < €.

2.3.1 Priklady

Cast I
1. Pomocou definicie limity postupnosti dokazte, ze lim,_ .. % =2 a
najdite prislusné ng, ak e = TIOO' .......................... [ng = 4999 .

2. Najdite n-ty ¢len postupnosti {0,9;0,99;0,999;...} a vypocitajte jej li-
mitu. ... [an =1- (1—1())“, lim,,— oo an = 1] .

3. Zistite, ¢i st postupnosti konvergentné

(@) {14 cos(nm) oo [Divergentnd].

oo
(b) {1'*'223% - %}n:1 e [Konverguje k — 1].

4. Vypocitajte limitu postupnosti, ak

() {(3-1) ,/47;;1}:’;. ....................................... 3],

) {B+2)™ ) [0].

o}

() (VT FA— VAT =2} . 0],

Cast II

1. Pomocou definicie limity postupnosti dokazte, ze lim,, ., Z—j& = 1, najdite

prislusné ng, ak ¢ = 1—10. ...................................... [no = 19].

2. Vypocitajte limitu postupnosti, ak:
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A = V14n2 —n. [0].
Va(VrHT—Vn).

1 2 3
a,L:F+ﬁ+n—2+---+%. ..............................

an = (14+ ) e

Qn

L ST ST

2.4 Nekonecné rady

Definicia 21 Nech (a,),., je postupnost redlnych éisel. Potom symbol

Zan:a1+a2+...+an+...

n=1

nazjvame nekoneény c¢iselny rad. Cislo a,, nazijvame n-ty élen radu.
K radu Y77 | ay je priradend takd postupnost (s,),., , Ze plati
Sp=a1+ax+...+an
pre kazdé n € N*. Postupnost (sy,),., nazjvame postupnost ¢iastoénych sictov
radu Y 07 | ap.

n=1
Ak postupnost (sp).., je konvergentnd, tak hovorime, Ze rad Y -, a, je
konvergentny. Ak je divergentnd, tak aj rad je divergentny.
Definicia 22 Nech st dané rady > - an, a > oo, b,. Potom rad

oo

Z(an +by)

n=1
nazgjvame sictom radov y o an a oo by.

Ak c € R, tak rad
Z(can)
n=1

nazyjvame sucin radu -, a, a konstanty c.

Veta 19 Nech rad >~ (a, + by,) je sictom radov d " an a > ., b,. Nech
tieto rady st konvergentné a plati y > | a, = s1 a Y .o, b, = s2. Potom aj rad
S (an +by) je konvergentny a plati

n=1

oo

Z(an +by,) = 81+ S2.

n=1

Nech ¢ € R ac#0. Potom rad Y.~ (cay) je konvergentny prdve vtedy, ked
je konvergentny rad Y _,° | a,. V pripade konvergencie, ak > - | a, = s, tak

o0

Z(can) =cs = cZan.

n=1
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Definicia 23 Rad

oo
"t =1ttt T+
n=1

nazjvame geometricky rad. Cislo ¢ nazgvame kvocient geometrického radu.

Veta 20 Geometricky rad Y o, ¢" ' je konvergentny prdve vtedy, ked |q| < 1.
V pripade konvergencie plati

oo
Zq"‘1:1+q+q2+...+q” = ——
n=1 1_q

Veta 21 (Bolzano-Cauchyho kritérium konvergencie nekonecného radu) Rad
S°°° L an je konvergentny prdve vtedy, ked pre kazdé ¢ > 0 existuje ng € N

n=1
také Ze pre kazdé m > n > ng, m,n € NT plati

|ant1 + anto+ ... +am| <e.

Veta 22 (Nutnd podmienka konvergencie nekonecného radu) Ak rad Y, an
je konvergentny, tak

lim a, =0.
n—oo

Definicia 24 Rad Y 7, | an = Y0, Gnik nazgvame zoydok radu Y > ) ap
po k-tom clene.

Veta 23 Rad Y., | a, je konvergentny prdve vtedy, ked je konvergentny jeho

zvysok
o0 o0
E ap = § An+k
n=1

n=k+1
po (lubovolnom) k-tom élene.
Definicia 25 Nech rady >_," | a, a >~ by st také, Ze |a,| < by, pre kazdén €

N*t. (Je zrejmé, Ze 0 < b,.) Potom hovorime, Ze rad > -~ b, je majorantnym

radom radu Y-~ | a,. Piseme

o0 o0
S w3 b
n=1 n=1
Veta 24 Nech

S 0o
Z ap K Z b,
n=1 n=1

Ak rad 2211 by je konvergentny, tak je konvergentny aj rad Zzozl Q.
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Dosledok 3 Nech - -
> an <Y b
n=1 n=1

Ak rad Y77 | a, je divergentny, tak je divergentny aj rad Y .., by.
Definicia 26 Akrad ), |a,| je konvergentny, tak hovorime, Ze rad > - | an
je absolutne konvergentny.

Poznamka 1 PretoZe |a,| < |a,|, je zrejmé, Ze rad Y .| |an| je majorantngm
radom radu Y > ay. Z toho uz vyplyva, ak dany rad je absolitne konvergentny,
tak je aj konvergentny. Tvrdenie neplati v opacnom slede.

Veta 25 (d’Alembertovo kritérium konvergencie radu) Nech a, # 0 pre kaZdé
n € NT. Ak
lim Intl

n—oo (479

<1,

potom je rad Y, a, absolitne konvergentny.
Ak
lim dntt
n—oo Ay

>1,

tak rad 377 | a, je divergentny.

Veta 26 (Cauchyho kritérium konvergencie radu) Nech
lim V/|an| < 1.
n—oo

Potom je rad Y, | a,, absolitne konvergentny.

Ak
lim /Jan] > 1,

n—oo

tak rad 307 | a, je divergentny.
Definicia 27 Nech a,, > 0 pre kazdé n € N*. Potom rad

o0

Z(—l)"“an =a;—aytaz—ag+...+(=1)"a, +...

n=1
nazyvame radom so striedavym znamienkom.

Veta 27 (Leibnitzovo kritérium konvergencie radu) Nech a,, > 0 pre kaZdé n €
N* a postupnost (ay).-_, je klesajica. Aklim, .o a,, =0, takrad Y, (—1)""ta,
je konvergentny.

Definicia 28 Rad

oo
Zan(x—a)"=a0+a1(x—a)+a2(x—a)2+...+an(a:—a)”—|—...

n=0

nazgvame mocninovym radom. Cislo a € R sa nazjva stred radu. Cisla a, sa
nazyvaju koeficienty mocninového radu.
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Veta 28 Pre kazdy mocninovy rad Y _," o an(z — a)" ezistuje 0 < p < oo také,
Ze dany rad konverguje pre kaZdé x € (a — p,a + p) a diverguje pre kaZdé x €
(=00, a)U(a, 00). Hodnotu p nazgvame polomer konvergencie mocninového radu.

Dangj mocninovy rad konverguje len pre x = a prdve vtedy, ked p = 0. Rad
konverguje pre kaZdé x € R prdve vtedy, ked p = occ.

2.4.1 Priklady
Cast I

1. Pomocou definicie najdite sicet radu

/\
&

S~—
118

3

+

=

i
3

+

&
gl
e

3
I
-

=
18

(

3
|
3
o
3
+
N

3
Il
-

2. Vysetrite konvergenciu geometrického radu

—
&
N\
(]2
—
|
—
~—
3
g

............................... [Konverguje, s = 2].

3
Il
=]

(b) 20(_1)n )" [Diverguje].
3. Vysetrite konvergenciu nasledujtcich radov:

(a) 001 (375;12 ) . e [Konverguje].
n=

(b) 21 U VSRV PO UPPURPRRUN [Diverguje].

(c) io:l (Zi?)n2+3n PP [Diverguje].
n=

(d) ij:l cos % ........................................... [Diverguje].

(e) Ojl sin(m- (L 4n)). [Konverguje].

() ijln B ST eve e [Konverguje].

(g) ni; % .................................... [Diverguje].

(h) io: #‘*‘ZJFS ...................................... [Konverguje].

3
Il
—

4. V nasledujucich prikladoch najdite mnozinu vSetkych ¢isel, pre ktoré dané
rady konverguju:
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—
&
N—
018
[V}
3
Sl=
+
&
—
&
=~
N—
3

3
I
=)

—
o
=
018
3
Jun
3
K
3

3
Il
—

8

B
M3 i

n™ - (z+1)".

3
I
=

Cast II

1. Pomocou definicie najdite sucet radu

3. Vysetrite konvergenciu nasledujtcich radov:

,\
£
(18
“=
—~
3
3 ‘—‘r
—
~—
3

3
Il
-

] 2n
n+2
0) 3 (BE2) -
00 3n
2n+1
© % ()7
= n+1)!
@ % e
() o 3"n!
e o e e eeeeereeceate et et e e,
n=1 "

—~
LanrY
SN—
18
3
“SH
w
3

3
I
—

f\
o]
SN—
(]2
—
VI3
S—
[\

w0

2]

=
B

3
Il
i

[Konverguje].

[Konverguje].

... [Diverguje].

[Konverguje].

... [Diverguje].

[Konverguje].

[Konverguje].
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(h) io:l SIME. [Diverguje].
"=
(i) ni; % SN . [Konverguje].
() nijl 1 e [Diverguje].
(k) ni; 1 [Konverguje].
Q) nil %. ..................................... [Konverguje].
(m) ni::l % ....................................... [Diverguje].
(n) ::1 (=)™t ﬁ .................................. [Konverguje].

4. V nasledujucich prikladoch najdite vsetky = € R, pre ktoré dané rady
konverguju a urcte polomer konvergencie:

o]

(a)

=

=3 [z € (2,4), p=1].

3
B

3
Il
_

(b) ZO% (T — 1) [z €R, p= o]
(c) 20"3:1 (x—4)™ [ze (3,4), p=1]
@) X e @+3)" [z € (—8,2), p=5]
= (1\" 2
(e) ZO(Z) (T —2)2" [z € (0,4), p=2]
Cast III
1. Pomocou definicie najdite sicet radu:
(a) 21 n2+én+6 ................................................. [%]
= _ 2 3
(b) z_:l e Y (5]
() X (WVn—=vn—=1). ... [Diverguje]
n=1
2. Najdite stucet radu:
(a) 3 G (2]
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S} _ n+1
(b) 3 S [6].

n=0

3. Vysetrite konvergenciu nasledujtcich radov:

(a) n§1 SN . [Konverguje].
(b) n§1 MSINZr. [Konverguje].
(c) nijl nsin -z, [Diverguje].
(d) ni::l L= [Konverguje].
(e) 7?:021 (37;1712)2” e [Diverguje].
() n§1 (nfé)!. ......................................... [Konverguje].
(g) ni:o:l = (”Tl)nz P [Diverguje].
(h) niozl \(/% ........................................ [Konverguje].
(i) ::1 (?ﬁff RO RRPREPRPR [Diverguje].
6) ni; (”:1)n2+2n .................................... [Diverguje].
(k) ni:: #25%3 ..................................... [Konverguje].
M 21 RSP [Diverguje].

4. V nasledujucich prikladoch najdite vsetky = € R, pre ktoré dané rady
konverguju a urcte polomer konvergencie:

(a) ni::lQ”nQ-(x—l)". .......................... ze(3.3), p=3]
(b) i Pl ()t 2 €R, p= o
(€) 3 Grbimm @™ e lwe(-7,7), p="1]
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2.5 Diferencovatelnost funkcie

Definicia 29 Nech f: A — R aa € A je hromadnym bodom mnoZiny A. Nech
existuje vlastnd limita
o S~ (@)

T—a r—a

= f'(a).

Vtedy hovorime, Ze funkcia f je diferencovatelng v bode a. Hodnotu f'(a) nazy-
vame derivdcia funkcie f v bode a.

Ak funkcia f je diferencovatelnd v kaZdom bode a € M C A, potom hovori-
me, Ze funkcia | je diferencovatelnd na mnozine M. Ak funkcia f : A — R je
diferencovatelnd na mnoZine A, tak hovorime, Ze f je diferencovatelnd funkcia.

Definicia 30 Nech f: A — R a A1 = {a € A existuje f'(a)}. Potom funkciu
A = R,z — f'(z) nazgvame derivdcia funkcie f.

Ak funkcia [’ : A1 — R je spojitd v bode a, tak hovorime, Ze funkcia f je v
bode a spojito diferencovatelnd.

Ak funkcia ' : A1 — R je spojito diferencovatelnd v kazdom bode mnoZiny
M C Ay, tak hovorime, Ze je spojito diferencovatelnd na mnozine M.

Ak A1 = A a funkcia [ je spojito diferencovatelnd na mnoZine A, tak
zjednodudene hovorime, Ze funkcia [ je spojito diferencovatelnd funkcia.

Veta 29 Nech f : A — R je diferencovatelnd v bode a € A. Potom ezistuje
takd funkcia p: A — R, Ze:

1. p(a) =0,

2. funkcia p : A — R je spojitd v bode a. To znamend, Ze lim,_., p(x) =
p(a) =0,

3. pre kazdé x € A plati

f(@) = f(a) + f'(a)(x = a) + p(z)(z — a).

Veta 30 (Nutnd podmienka diferencovatelnosti funkcie v bode) Nech f : A — R
je diferencovatelnd v bode a € A. Potom je v tomto bode spojitd.

Veta 31 Nech funkcie f : A — R a g : A — R st diferencovatelné v bode
a € A.Potom

e Funkcia (f +g) : A — R je diferencovatelnd v bode a a plati
(f +9)(a) = f'(a) + ¢'(a).
e Funkcia (f.g) : A — R je diferencovatelnd v bode a a plati

(f-9)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g(a).
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e Funkcia (5) : A — R je diferencovatelnd v bode a a plati

(f)' (a) = £(@9(0) — fla)g'(e)
9

za predpokladu, Ze funkcia (5) : A — R je na mnozZine A definovand, a

teda aj g(a) # 0.

Veta 32 (Veta o diferencovatelnosti zloZenej funkcie) Nech funkcia f : A —
B C R je diferencovatelnd v bode a € A a funkcia g : B — R je diferencovatelnd
v bode f(a) € B. Potom zloZend funkcia (go f) : A — R je diferencovatelnd v
bode a a plati

(g0 f) (a) =g (f(a))f'(a) = ((g" o [)a)) f'(a) = (g © f).f)(a).

Veta 33 Nech I je interval a funkcia f : I — J je spojitd bijekcia, ktord je
diferencovatelnd v bode a € I. Nech f'(a) # 0. Potom jej inverznd funkcia
f~t:J — I je diferencovatelnd v bode b = f(a) a plati

—1\/ _ 1 — 1 = !
U0 = 5@ = Fm) ~ e

Definicia 31 Nech je dany mocninovy rad

Zan(x—a)":ao—i—al(a:—a)+a2(x—a)2+...+an(x—a)”—i—....
n=0

Potom hovorime, Ze rad

Z nan(x —a)"t = a; + 2as(x —a) + 3az(x —a)® + ...+ na,(x —a)"" 4 ...
n=1

vznikol z daného mocninového radu derivovanim élen po clene.

o0
Veta 34 Nech p je polomerom konvergencie mocninového radu Y, a,(x —a)™.
n=0
Nech pre kazdé x € (a — p,a + p) plati
ag+ay(x —a)+ag(x —a)* + ...+ an(z —a)” +... = s(z).

o0
Potom p je polomerom konvergencie aj radu . na,(z — a)"~! a pre kaZdé
n=1

z € (a—p,a+p) plati

a1+ 2ax(x — a) + 3az(z —a)* + ... + na,(x —a)" P + ... =5 (2).
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2.6 Priebeh funkcie

2.6.1 Lokalne extrémy

Definicia 32 Nech f: A—R aa € A.
Nech existuje také prstencové okolie OF(a), Ze:

1. Pre kazdé © € O%(a) N A je f(z) < f(a). Potom hovorime, Ze funkcia f
md v bode a rydze lokdlne maximum.

2. Pre kazdé x € Of(a) N A je f(x) > f(a). Potom hovorime, Ze funkcia f
md v bode a rydze lokdlne minimum.

Nech existuje také okolie Os(a), Ze:

1. Pre kazdé x € Os(a) N A je f(x) < f(a). Potom hovorime, Ze funkcia f
md v bode a lokdlne mazimum.

2. Pre kazdé x € Os(a) N A je f(x) > f(a). Potom hovorime, Ze funkcia f
md v bode a lokdlne minimum.

Vsetky wvedené pojmy nazyvame spoloénym terminom lokdlne extrémy.

Definicia 33 Nech I je lubovolnjj interval s koncoviymi bodmi a, b. Potom vnitrom
intervalu I nazgvame interval Int(I) = (a,b) C I.

Veta 35 (Nutnd podmienka pre existenciu lokdlneho extrému) Nech A je inter-
val a f: A — R. Nech

1. a € Int(A) je bod z vnitra intervalu A.
2. Funkcia f je diferencovatelnd v bode a.
8. Funkcia f md v bode a lokdlny extrém.

Potom f'(a) = 0.

2.6.2 Intervalové vlastnosti funkcii

Veta 36 (Rolleho veta) Nech je dand funkcia f : {a,b) — R, o ktorej plati:
1. Je spojitd (na uzavretom intervale (a,b)).
2. Je diferencovatelnd na otvorenom intervale (a,b).
5. fla) = F(b)
Potom ezistuje ¢ € (a,b) také, Ze f'(c) = 0.
Veta 37 (Lagrangeova veta) Nech je dand funkcia f : {a,b) — R, o ktorej plati:

1. Je spojitd (na uzavretom intervale {(a,b)).
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2. Je diferencovatelnd na otvorenom intervale (a,b).

Potom ezistuje ¢ € (a,b) také, Ze

— a :
Dosledok 4 Nech I je interval a f : I — R je diferencovatelnd funkcia. Nech

pre kaZdé x € I je f'(x) = 0. Potom existuje ¢ € R také, Ze f(x) = c pre kaZdé
x el

Veta 38 (Cauchyho veta) Nech si dané funkcie f : (a,b) > R a g: (a,b) — R,
o ktorych plati:

1. S spojité (na uzvaretom intervale (a,b)).
2. S4 diferencovatelné na otvorenom intervale (a,b).
3. ¢'(z) # 0 pre kaZdé x € (a,b).
Potom ezistuje ¢ € (a,b) také, Ze
(L) 0-L0_10-1e)
9 g'(c)  g(b) = g(a)

Veta 39 (I’Hospitalovo pravidlo) Nech si dané také funkcie f : (a,b) — R a
g: (a,b) = R, Ze o nich plati:

1. S4 diferencovatelné (na intervale (a,b)).
2. g(x) #0 a ¢'(x) # 0 pre kaZdé x € (a,b).

3. lim f(z) = lim g(x) = 0.

Ak za tiychto predpokladov existuje lim (g—:) (z) = lim (f/(fzf)> , tak existuje aj

lim (g) (z) = lim (ﬁf;) a plati o

r—a r—a

tm (7)1 = 1m (7 ) = 1 (5) = i (555

Poznamka 2 Veta plati v tom istom znent, ked v nej tretiu podmienku lim f(z) =

r—a

lim g(x) = 0 nahradime podmienkou lim g(x) = oco.

2.6.3 Priklady
Cast I
1. Zderivujte funkciu f(z) = sin (cos2z). ...... [(cos(cos 2x))(— sin 22)2] .

2. Pomocou definicie vypo¢itajte derivaciu funkcie f(x) v bode a, ak:
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(@) a=2, flx)=2L1 [f'(2)=-1].
(b) a=1, fx)=+le—=1. oo [f'(1) neexistuje] .

3. N&jdite rovnicu dotyénice a norméaly ku grafu funkcie f (z) = e~* cos 2z
v bode A=(0,7)....... [A=(0,1),t:24+y—1=0,n:z—y+1=0].

4. Néjdite rovnice dotyénic k hyperbole 722 — 2y? = 14, ktoré st kolmé na
priamku p : 2z 4+ 4y — 3 =0.
[t1:20—y—1=0, t2:2x0—y+1=0].

5. V nasledujtcich prikladoch vypodéitajte limity (aj s pouzitim L’ Hospi-
talovho pravidla):

(a) limy_oo ;7““ ......................................... —1].

(b) lim, o+ EE:E?Q ............................................ .
3 1‘2— T

(c) limg_o $24 g (TF). [—%] )

(d) lim, o (In2)". oo [1].

6. VySetrite spojitost funkcie

Inz-logo(l —xz) prezx € (0,1),
f:(0,00) =R, f(x) =40 prex =1,
zFT pre z € (1,00)

v bode 1.
lim, 1 f(z) =0, lim, 14 f(x) =e. Funkcia f nemdZe byt spojité
v bode 1, lebolim,_,; f(z) neexistuje, a teda sa nerovna f(1).
Cast 11
1. Zderivujte funkciu f(z), ak:

(a) f(z) =In\/COST. oot [ﬁ] .
(b) flz) = 2%8%. [2tez o2 ]

() f(x) = BF o [x%_Q (1- lnx)} .
(d) f(x) = arccotg®(\/T).  oeriiii {—%ﬂ@: :

(e) f(z)=arcsin(IBE). ... L\/LITL .

|: z2—-1

(f) f(z) =arccotgim. «ovviiiii AT | -

(&) () = 10VZ2. oot [mﬁ (1 T %) _
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(h) f(z)=(Inx)® (Inz)” (Inlnz + )] .

2. Pomocou definicie vypocitajte derivaciu funkcie f(x) v bode a, ak:

(@) a=2, f(x)=13x—6]. .oiiii [neexistuje] .

(b) a=4, f(x)=Vx+4 (5]
- - rsinz prexz <0,

(c) a=0, f(z)= {x2 breq 0, e [0].

3. Zistite, ¢i je funkcia
o |

xarctg% pre z # 0,
0 prex =0

(a) spojitd v bode a =0,
(b) diferencovatelna v bode a = 0.

a) Je spojitd v bode a =0,
b) Nie je diferencovatelnd v bode 0. |-

4. N&jdite rovnicu doty¢nice a normdly ku grafu funkcie f(x) v bode A, ak

flo)=232=1" A=(2,7).

2x—-37
[A=(2,2),t:2+y—4=0,n:2—y=0].

5. Néjdite rovnicu dotyénice a normély ku grafu funkcie f : f (z) = e}~ ktoré
prechadza priese¢nikom grafu funkcie s priamkou y = 1.
Priese¢niky Ay = (1,1), Ay =(-1,1)
t1:2¢24+y—3=0, ni:x2—-2y+1=0
to:2r—y+3=0, no:x+2y—1=0

6. N4jdite rovnicu doty¢nice ¢ a normaly n ku grafu funkcie f (r) = 22 —
2z + 3, ak dotycnica t je rovnobezna s priamkou p: 3x —y + 5= 0.
[t:120 —4y —13=0, n:4z+ 12y —61=0].

7. Zistite, v ktorom bode je dotyénica ku grafu funkcie f (z) = l’“TI rovnobezna
S 0SOU O+ttt et e e e e e [(e, %)] .

8. Najdite rovnicu doty¢nice a normdly ku grafu funkcie f(z) = Inz, ak
doty¢nica je kolma na priamku p : x 4+ 2y — 2 = 0.

t:y—2x4+14+In2=0,n:4y+2x—1+4In2=0].

9. V nasledujucich prikladoch vypoéitajte limity (aj s pouzitim L’ Hospi-
talovho pravidla):

(a) limg o SE=T [—1].
(b) limy o tBE oL [2].

(€) limgoq (€7 —1)CObE L.  oovie e [1].



32 CHAPTER 2. DIFERENCIALNY POCET

(A) Lmg_oy (bg2) . [1].
(e) limgy o+ (%)tgw. ............................................. [1].
(£) Timy oo (Zarctg@)” . e %]
(8) g1y (557 = T ) - voverene e [1].
(0) limg 1 (557 = )0 e [2].
(i) lim, g (Smo)e @D [ecots3]
10. Vysetrite spojitost funkcie
e <—f 1>—>R f(z) = Siiz iiziif)_g())’
> , :

2?lnx  prez € (0,1).

[Funkcia nie je spojitd v bode 0].

11. Vypocitajte deriviciu funkcie f(x) v bode 0, ak:

(a) f(x) _{ ;x TR 0]
) f(z) :{ ﬁ}”’ ”;ZOO ................................ [0].

12. Zistite, ¢i funkcia

1 1
fiR-R, fa)=37 &1 pre z 70,
5 prex =0
je spojita a vypocitajte f’(0).
[Funkcia je spojité,  f/(0) = —15] -
Cast III
1. Zderivujte funkciu f(z), ak:
(— sin 2z) \5/57:05872‘”-
(a) f(x):%. .............................. l v 5 Vot
(b) f(x)=3°*8%arcsinz. ......... [3“‘“%"” <— (In ?;)izgczinz + \/11—352)_ .
, -
() F(&) =105 (b82%).  wrvvviieeeeeeei [ |-
_ 5
(@) f(2) = In (arctg (V5E)). oo Eer et




2.6. PRIEBEH FUNKCIE 33

(e) f(x)=(3z)¥™=. ..., [(3z)*™* ((cos z)(In3z) + S2&)] .
(f) f((E) — (COtg x)arccosw.

(cotgayreecoss (=lnleoten) _arcsons, )]
(g) flz)= e arccotg T, .oiiiii.... {ezs (3x2 arccotg x — ﬁ)} .

2. Pomocou definicie vypodcitajte derivaciu funkcie f(x) v bode a, ak:

(@) a=2, flx)=Vaz+1. . [f'(2)=12].
(b) a=3, fl@)=|x—3]. i [f/(3) neexistuje].

3. Zistite, ¢i je funkcia
fla) = (x—l)Zcosﬁ prex # 1,
0 prex =1

(a) spojitd v bode a =1,

(b) diferencovatelnd v bode a = 1.

a) Je spojitd v bode a =1,
b) Je diferencovatelnad v bode 1 a f/(1) =0.

4. N4jdite rovnicu doty¢nice ¢ a normaly n ku grafu funkcie f (z) = z* —
3z 4 5, ak t je rovnobezné s priamkou p:xz —y+1=0.

[A=(2,3),t:z—y+1=0,n:24+y—5=0].

5. N&jdite rovnicu doty¢nice a normaly ku grafu funkcie f (z) = tgz v bode
A=(%2,7).
[A:<Z71)7 try=2r+1-7%, n:y:—%—&—l—l—%].

6. Najdite rovnicu doty¢nice ¢ a normdly n ku grafu funkcie f (z) = In(z—2),
ak dotycnica t je kolma na priamku p: x +y = 0.
[A=(3,0),t:y=2—-3, n:y=-x+3].

7. V nasledujtcich prikladoch vypoéitajte limity (aj s pouzitim L’ Hospi-
talovho pravidla):

(a) limg o 2888 [3]-
(b) limy 1 (z—1)In(l — ). o [0].
(c) limg = (Bg& — =) e [0].
(d) Timg o @S e [1].
(e) limy_o (€** + ) RSP UPRRR [e3
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8. Dana je funkcia

tg 3 2r T«
o fe e prez € (%,5),
7+ (5m) =R @ = sy
tgz2 pre x € (g,ﬂ).

Vypocitajte lim, = f(x).

[limxﬁg, fl@)=3, lim, .z f(z) =0, lim,z f(z) neexistuje] .

9. Zistite, ¢i funkcia f(z) je spojitd v bode a = 0, ak:

cotg x — % pre z # 0,

(a) f(z) = { ........................... [Je].

0 pre x = 0.

2z + 3 pre x <0,
b =
(b) /(@) {(sinx)l pre z > 0.

Nie je, limy—oy f(z) = 1 # £(0) = 3].

2.6.4 Monoténnost

Definicia 34 Nech I je interval a f : I — R. Nech pre kaZdé x1,x2 € I také,
Ze x1 < Ty je

1. f(z1) < f(x2). Potom hovorime, Ze f je rgdzo rastica funkcia.
2. f(z1) > f(x2). Potom hovorime, Ze f je rgdzo klesajica funkcia.
3. f(x1) < f(xa). Potom hovorime, Ze | je rastica funkcia.

4. f(z1) > f(z2). Potom hovorime, Ze [ je klesajica funkcia.

Vsetky uvedené funkcie nazyvame monotonne funkcie. Funkcie uvedené v
prvgch dvoch bodoch sa nazgvaji rydzo monotonne funkcie.

Definicia 35 Nech je dand funkcia f : A — R a interval I C A. Ak ziZenie
fII : I — R je rydzo rastica (rgdzo klesajica, rastica, klesajica) funkcia,
tak budeme hovorit, Ze funkcia f je rgdzo rastica (rydzo klesajica, rastica,
klesajica) na intervale I.

Veta 40 Nech I je interval a je dand funkcia f : I — R. Nech

1. Funkcia f je spojitd na intervale I.
2. Funkcia f je diferencovatelnd na vnitri Int(I) intervalu I.
3. Pre kazdé x € Int(I) je f'(x) > 0.

Potom je f : I — R rastica funkcia (na celom intervale I ).
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Veta 41 Nech I je interval a je dand funkcia f : I — R. Nech
1. Funkcia f je spojitd na intervale I.
2. Funkcia [ je diferencovatelnd na vnitri Int(I) intervalu I.
3. Pre kazdé x € Int(I) je f'(x) > 0.
4. Nech neexistuje podinterval J C I taky, Ze f'(x) =0 pre kazdé x € J.

Potom je f : I — R rgdzo rastica funkcia (na celom intervale I).

2.6.5 Konvexnost, konkavnost, inflexny bod

Definicia 36 Nech I je interval a f : I — R. Nech pre kaZdé xy,xs,23 € 1
také, Ze x1 < xo < x3 plati:

1. Bod (x2, f(x2)) lezi pod priamkou uréenou bodmi (x1, f(x1)) a (x3, f(x3)).
Potom hovorime, Ze [ je rydzo konvexnd funkcia.

2. Bod (x2, f(x2)) lezi nad priamkou urcenou bodmi (1, f(x1)) a (x3, f(x3)).
Potom hovorime, Ze f je rydzo konkdvna funkcia.

3. Bod (x2, f(x2)) lezi pod, alebo na priamke urcenej bodmi (x1, f(x1)) a
(z3, f(x3)). Potom hovorime, Ze [ je konvexnd funkcia.

4. Bod (za, f(x2)) leZi nad, alebo na priamke uréenej bodmi (x1, f(x1)) a
(23, f(x3)). Potom hovorime, Ze f je konkdvna funkcia.

Definicia 37 Nech je dand funkcia f : A — R a interval I C A. Ak ziZenie
fII : I — R je rgdzo konvexnd (rydzo konkdvna, konvexnd, konkdvna) funkcia,
tak budeme hovorit, Ze funkcia f je rydzo konvexnd (rydzo konkdvna, konvexnd,
konkdvna) na intervale I.

Veta 42 Nech I je interval a f: I — R.

1. Funkcia f je rgdzo konvexnd prdve vtedy, ked pre kaZdé x1,x2,x3 € I takeé,
Ze 1 < Ty < T3 je

f(l“z) - f(951) < f(333) - f(l‘z)

To — X1 Trs — T2

2. Funkcia f je rydzo konkdvna prdve vtedy, ked pre kaZdé x1,xo, 3 € I také,
zZe 1 < Ty < T3 je

f(z2) — f(z1) S f(x3) — f(x2)

T2 —T1 T3 — T2

3. Funkcia | je konveznd prdve vtedy, ked pre kaZdé 1,2, 13 € I také, Ze

T < x2 < T3 je
J(z2) — f(x1) < f(fﬂg)—f(a?z).

To — T Tr3 — T2
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4. Funkcia [ je konkdvna prdve vtedy, ked pre kaZdé x1, 12,23 € I také, Ze

T < 9 < T3 je
f(x2) — f(x1) > f(z3) — f(x2)
To — T1 - XT3 — To

Veta 43 Nech I je interval a je dand funkcia f : I — R. Nech

1. Funkcia f je spojitd na intervale I.
2. Funkcia f je diferencovatelnd na vnitri Int(I) intervalu I.
3. Nech f': Int(I) — R je rgdzo rastica (rydzo klesajica, rastica, klesajica)

Potom f : I — R je rgydzo konvexnd (rydzo konkdvna, konvernd, konkdvna)
funkcia (na celom intervale I).

Veta 44 Nech I je interval a je dand funkcia f : I — R. Nech

1. Funkcia f je spojitd na intervale I.
2. Funkcia f je dva razy diferencovatelnd na vnitri Int(I) intervalu I.

3. Nech f"(x) >0 (f"(z) <0, f"(x) >0, f"(x) <0) pre kazdé x € Int(I).

Potom f : I — R je rydzo konvexnd (rydzo konkdvna, konvexnd, konkdvna)
funkcia (na celom intervale I ).

Veta 45 Nech I je interval a je dand funkcia f : I — R. Nech

1. Funkcia f je spojitd na intervale I.

2. Funkcia f je dva razy diferencovatelnd na vnitri Int(I) intervalu I.
3. Nech f"(x) >0 (f"(x) <0) pre kazdé x € Int(I).

4. Nech neexistuje podinterval J C I taky, Ze f"(x) =0 pre kaZdé x € J.

Potom f: I — R je rydzo konvexnd (rydzo konkdvna) funkcia (na celom inter-
vale T ).

Definicia 38 Nech I je interval a f : I — R je funkcia, ktord je diferencova-
telnd v bode a € Int(I). Nech existuje také okolie Os(a) C Int(I), Ze je splnend
jedna z nasledujicich podmienok

1. Funkcia f : I — R je na intervale (a — 9§, a) rydzo konvexnd a na intervale
(a,a + ) rydzo konkdvna.

2. Funkcia f : I — R je na intervale (a — 6, a) rydzo konkdvna a na intervale
(a,a 4+ 0) rydzo konvernd.

Potom hovorime, Ze funkcia f md v bode a inflexny bod.
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Veta 46 Nech I je interval, f : I — R je diferencovatelnd funkcia a a € Int(I)
je jej inflexny bod. Ak je f v bode a dva razy diferencovatelnd, tak f”(a) = 0.

Veta 47 (Taylorova veta) Nech n je prirodzené éislo a funkcia f : {a,b) — R
je

1. n-razy spojito diferencovatelnd (na intervale (a,b)),

2. (n+ 1)-razy diferencovatelnd na (a,b),
Potom existuje ¢ € (a,b) také, Ze

f'(a) f"(a)
1 2!

f"(a)

n!

Fo (0
(n+1)!

f(b)—f(a) = (b—a)+ (b—a)’+- -+ (b—a)"+ (b—a)" .

2.6.6 Priklady

Cast I
Vysetrite priebeh funkcie f(z), ak:
1. f(z) = I%fl
[ D(f) = R, neparna T
/" na R
\, ha —
U na (_007 _\/§> a <07 \/§>
ﬂ na <7\/§a 0> a <\/§700)
ABS nema
| ASS y=2xr v Z+oo
2. f(z) = 16x(x — 1)3.
[ D(f) = R |
/" na (+,00)
\‘ na (_007 i>
U na (—00,3) a(1,00)
Ana 5 (L)
ABS nema
| ASS nema |
3. flw) =%
[ D(f) = (0,0) |
/" na (0,€?)
\\ ha (€2, 00)
Una : (ef,00)
N na (0,e%)
ABS z=0
| ASS y=0 v oo |
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4. f(z) =In(4 — 2?).

D(f) =
/" na :
\, ha

U na

N na
ABS
ASS

(—=2,2), pérna
(_270>

0,2)

(_272)

r=-2, =2
nema l

5. f(z) = x — 2arctg «.

D(f) =
/" na :
\, ha

U na

N na
ABS
ASS

R, neparna
(—00,—1) a
<_17 1>
(0, )
(7OO,O>
nema,
y=x—7m V

6. f(z) = arcsin (sinx).

D(f) =
/" na
\, ha
U na
N na

ASS

4

D(f) =
/" na :
\, ha

U na

N na
ABS
ASS

Cast II

R, neparna,

o0, Yy=x+7T V

periodicka s periédou 27 |

(2k—1)3,2k+1)5), keZ
(2k+1)3,(2k+3)5), ke Z

RA\{-1}
(—00,—4) a
(—4,-1) a
(_17 OO)
(_007 _1)

Vysetrite priebeh funkcie f(z), ak:

10z

L fla) =

@+2)7"

— 0




2.6. PRIEBEH FUNKCIE

D(f) =
/" na :
\, na
U na
N na
ABS

| ASS

[N)
s
—
8
N~—
|
/N
==

el

gl

N—
[\V]

\, na
U na

N na
ABS
| ASS

3. f(x) = 1tz

D(f) =
/" na :
\, na

U na

() na
ABS

| ASS

R\ {-2}

(727 >

(—o00,—2) a (2,00)
(4,00)

(—00,—2) a (—2,4)
r=-2

y=0 v £

R\ {-1}

(—o00,—1) a (1,00)
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D(f) = (0,00
/" na —
\\ ha (0, 00)
U na (0, 00)
(] na -
ABS nema
| ASS y=-%5 vV o0
7. f(z) = (2””_1)12.
D(f) = R\{1}
/" na 0,1)
\, na (=00,0) a (1,00)
U na (=3,1) a(1,00)
Au (b
ABS r=1
ASS y=0 v +oo
8 f(.’E) = 2(1,_;:0’95)2'
D(f) = R\{-1}
/" na (—00,-3) a (—1,00)
\ na < 37_1)
U na (0, 00)
N na (—o0,—1)a (-1,0)
ABS x=-1
ASS y=5-1 v Z£oo
9. f(x) =mwe 7.
[ D(f) = R, neparna
/' na (-1,1)
\ na (=00, 1) a (1,00)
U na (— \/§,O>a< 3,00)
) na (=00, =V3) a (0,v/3)
ABS nema
ASS y=0 v <+ oo
10. f(x) = xIn(2?).
D(f) = R\ {0}, neparna

/oma i (=00, =) a (2,00)
Noma i (5,0) a (0,

Una : (0,00)
(Mfna : (—00,0)
ABS :  nema

| ASS :  nema



2.6. PRIEBEH FUNKCIE

11. f(z) = cosz + In(cos ).

D(f) Usez (=5 + 2km, 5 + 2km)
/" na —g+2k7r70+2k7r>,k:el
\, ha §0+2k7r,g+2k7r),k€Z
U na -
N na (-2 +2km, 2 +2kn), kEZ
ABS T =—5 +2km, v =5 + 2km,
| ASS nema
12. f(z) = arctg L.
[ D(f) = R\{0}, neparna
/" na : -—
\, nha (—00,0) a (0,00)
U na (0, 0)
N na (—00,0)
ABS nema
| ASS y=0 v +£oo |
13. f(x) = zarctg .
[ D(f) = R, parna
Jma o (0,00)
\, na (—00,0)
U na R
N na -
ABS nema
| ASS y=5 -1 v oo, y=—-"F—
14. f(z) = 25
D(f) = R\{l3}
/" na —
. na (—00,In3) a (In3, 00)
U na (In3,00)
M na (—00,1n3)
ABS r=1In3
| ASS y=0 v oo, yz%z v
15. f(x) = /(22 —1)2.
[ D(f) = R, péarna
/" na : (—1,0)a(l,00)
\, na (—o0,—1) 2 (0,1)
U na (—o00, —V/3) a (v/3,00)
ﬂ na <7 3a71> a<7171> a‘<17\/§>
ABS nema
| ASS nema

T

parna,

kel

Poznamka 3 [’ a [ neeristuji v bodoch x = +1.

1 v
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Cast III

VysSetrite priebeh funkcie f(z), ak:

R, neparna
/" na R
\, na —
U na (_007 _\/ﬁ> a <0a \/ﬁ>
ﬂ na <7\/72’ 0> a <\/ﬁ,00)
ABS nema
| ASS y=x v =+oo ]

[ D(f) R, mnepérna i
/" na (—1,1)
. ha (—o0,—1) a (1,00)
U na (—/3,0) a (V/3,00)
(N na (—00,—v/3) a (0,/3)
ABS nema

| ASS y=0 v =£o0

3. f(z) = 2

D(f) = R\{-1,1}, pérna
/" na (0,1) a (1, 00)
\\ ha (—o00,—1) a(-1,0)
U na (-1,1)
() na (—o0,—1) a (1,00)
ABS r=-1,z=1

| ASS y=0 v <+

4 f(x) = x2w_4

[ D(f) = R\{-2,2}, neparna i
/" na —
N na o (—o00,—2)a(—2,2)a(2,00)
U na (—2,0) a (2,00)
(] na (—o00,—2) a(0,2)
ABS r=-2, =2

| ASS y=0 v <+ ]




2.6. PRIEBEH FUNKCIE

D) = R\{-1)
/" mna : (0,00)
\\ na (- oo, 1) a (—1,0)
U na (—1,00)
N na (—o0,-1)
ABS r=-1
| ASS y=0 v —o0
6. f(z) = e .
[ D(f) = R, parna
/" na (—00,0)
. na (0, 00)
J na foo,_T2> a <72,oo>
N na .4
ABS nema
ASS y=0 v £+
7. f(x) = (1 — 3x)e**
D) = R
/" na (foo, ;>
\, na 2,00
U na —o00, 22)
N na 2,00
ABS nema
ASS y=0 v —o0
8. f(r)=zlnz
[ D(f) = (0,00)
/" na (e71, 00)
\\ na (0,e71)
U na (0, 00)
N na -
ABS nema
ASS nema
9. f(z) =1+ (2% —1)3.
[ D(f) = R, parna
/" na (0, 00)
\‘ na (70070>
U na (—o0,—1)a <\_/—é, %
Ao (o) (G
ABS nema
ASS nema
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10.

11.

12.

13.

CHAPTER 2. DIFERENCIALNY POCET

f(.’[?) _ 12299?—3.
D(f) = R\{3}
/" na : (—00,3);a (3,00)
\ -
U na (=00,3)
N na (3,00)
ABS x=3
| ASS y=x—-3 v Foo |
fl@)=1n (%) .
[ D(f) = (-1,1), nepérna |
/" mna : (-1,1)
. —
U na (0,1)
N na (—1,0)
ABS r=1 z=-1
| ASS nema ]
f(z) = z + 2arccotg .
D(f) = R
/" mna : (—oo,—1)a(1,00)
\, na (-1,1)
U na (0, 00)
N na (—00,0)
ABS nema
| ASS y=x Vv 00, Yy=zx+21 Vv
flx) = ze®.
D(f) = R
/" mna : (—1,00)
\, ha (=00, —1)
U na (—2,00)
N na (—o0, —2)
ABS nema
| ASS y=0 v —oo |




