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Kapitola 1

Uvod

Prvé dve kapitoly tohto textu si vyberom z niektorych casti
kurzu linearnej algebry, ktorého autorom je RNDr. Peter Kap-
ralik, CSc. Vyber sme urobili s jeho dovolenim.

1.1 Zaklady

V matematike sa zaoberame stidiom kvantitativnych vlastnosti matematic-
kych pojmov. Nutnymi nastrojmi matematickych tivah si zakladné znalosti
logiky.

1.1.1 Zakladné pojmy z logiky

Tvrdenia v beznom zivote, ale hlavne v matematike, formulujeme pomo-
cou oznamovacich viet. Tieto vety mdzeme skimat z hladiska ich pravdi-
vosti alebo nepravdivosti. Pravdivost alebo nepravdivost vety nazyvame jej
pravdivostnou hodnotou. Vety, ktoré maju pravdivostni hodnotu, ktoré sa
nemeni sa nazyvaja vyroky. Pravdivostnad hodnota pravdivého vyroku je 1,
pravdivostna hodnota nepravdivého vyroku je 0.

Priklad 1 Zistite, ktoré z uvedenych viet si vyroky:
1. Bratislava je mesto.
2. Dva krat dva je pit.
3. Trencin je dedina.
4. Niekde prsi.
5. Anicka je peknd.

Riesenie 1 1. je pravdivy vyrok, 2. a 3. si nepravdivé vyroky, 4. a 5. nie
s vyroky. [

Vyroky oznac¢ime malymi pismenami abecedy: p,q,.... Ak p je vyrok
negdciou vyroku p nazyvame vyrok "nie je pravda, ze p” a oznacujeme ho

3
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p’ alebo p. Vyroky je mozné spajat tak, aby vznikla veta, ktord je opéf
vyrokom. V matematike pouzivame rozne spdsoby spajania vyrokov. Nech
p, q st dva vyroky, sformulujme zakladné typy kombinacii vyrokov:

e konjunkcia vyrokov p a g sa nazyva vyrok "p a ¢’ a oznacuje sa p A q.

e dizjunkcia vyrokov p a g sa nazyva vyrok "p alebo ¢” a oznacuje sa
pVag.
e implikdcia vyrokov p a ¢ sa nazyva vyrok ” Ak p, potom ¢” a oznacuje

sa p=q.

e ckvivalencia vyrokov p a ¢ sa nazyva vyrok ”p vtedy a len vtedy, ked
q” a oznacuje sa p < q.

Pre horeuvedené typy kombinéacii vyrokov plati nasledujtiica pravdivostna
tabulka:

~

pla|P |pha|pVa|p=q|PpEq
110 1 1 1 1
1{ofo] o 1 0 0
ol1[1] o 1 1 0
ojlolo] o 0 1 1

Z definicie implikacie vyplyva, Ze ak st pravdivé vyroky p aj p = ¢, musi
byt pravdivy aj vyrok q. Teda na to, aby bol pravdivy vyrok ¢ v pripade, ze
vyrok p = ¢ je pravdivy staci aby bol pravdivy vyrok p. Preto hovorime, ze
pravdivost vyroku p je postacujicou podmienkou pre pravdivost vyroku g.

Ak je pravdivy vyrok p = ¢, ¢o mozno povedat o pravdivosti vyroku p?
Je zrejmé, Ze vyrok p moze byt pravdivy len vtedy, ak je pravdivy vyrok
q. Ak byvyrok p bol pravdivy a vyrok ¢ nepravdivy, ako vidiet z tabulky,
vyrok p = g by bol nepravdivy. Hovorime, Ze pravdivost vyroku ¢ je nutnou
podmienkou pre pravdivost vyroku p.

Veta, ktora obsahuje znaky z,vy, z, ..., a z ktorej po dosadeni nejakych
prvkov za tieto znaky dostaneme vyrok sa nazyva vyrokovd funkcia.

Priklad 2 Nech x je redlne ¢islo. Potom ¢ (x) = (x > 5) je vyrokovd funk-
cia jednej premennej.

Ak je dané vyrokova funkcia ¢ (z) mdzeme utvorit vyroky:

e 7 pre kazdé x plati ¢ (x)”, tento vyrok oznacujeme kratko symbolom
(Va5 ¢ (2)),

7

o 7 existuje x tak, Ze plati ¢ (x)”, tento vyrok oznacujeme kratko sym-
bolom (3z; ¢ (z)),

o 7 existuje jediné x, pre ktoré plati ¢ (z)”, tento vyrok oznacujeme

kratko symbolom (Jz; ¢ (z)).
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1.1.2 Mnoziny.

MnoZinu povazujeme za urcent, ak vieme o lubovolnom objekte rozhodnut,
¢i je alebo nie je jej prvkom. O kazdej veci a, ktora patri do mnoziny M,
hovorime, Ze je prvkom mnoziny M, ¢o zapisujeme a € M. Skutocnost, Ze
prvok b nie je prokom mnoziny M, zapiSeme takto: b ¢ M. MnozZinu mozeme
definovat dvomi sposobmi:

e tak, Ze vypiSeme vSetky jej prvky, napriklad zapis M = {1,2,11,20}
znamena, ze ¢isla 1,2,11,20 st prvkami mnoziny M,

e alebo definujeme vsetky jej prvky, napriklad zapis

P={zcAp@}={rcd| o)

znamena, ze prvkami mnoziny P si tie prvky z mnoziny A, pre ktoré
je ¢ (z) pravdivy vyrok.

Mnozinu B nazyvame podmnoZinou mnoziny A, ak kazdy prvok mnoziny
B je tiez prvkom mnoziny A ¢o zapisujeme takto B C A.

Dve mnoziny sa rovnaju, ak maju tie isté prvky, t.j. (A = B) < (A C B)A
(BCA).

Mnozina, ktorda nema ziadne prvky sa nazyva prdzdna mnoZina a ozna-
¢uje sa symbolom ().

Ak a € A, b € B usporiadanou dvojicou (a,b) prvkov a € A, b € B
nazyvame dvojicu, v ktorej zalezi na poradi prvkov a, b, pricom prvok a je
prvy a b druhy clen dvojice.

Ak A, B st dve mnoziny, potom

e mnozinu oznaceni AU B = {z;(x € A) V (x € B)} nazgvame zjedno-
tenim mnozin A, B,

e mnozinu oznac¢ent AN B = {z;(x € A) A (x € B)} nazyvame prieni-
kom mnozin A, B,

e mnozinu oznaceni A\ B = A— B = {z;(z € A) A (z ¢ B)} nazyvame
rozdielom mnozin A, B,

e mnozinu oznaceni A x B = {(a,b);a € A, b € B} nazyvame kartéz-
skym stucinom mnozin A, B (v uvedenom poradi).

1.1.3 Ciselné mnoziny.

Cisla st zakladom matematiky. Prehladne uvedieme ¢iselné mnoziny, ktoré
pozname zo zakladnych a strednych skol:

N - mnozina prirodzengch ¢isel N ={0,1,2,3,...},

NT - mnozina kladngch prirodzengch ¢isel NT = {1,2.3,...},
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Z - mnozina celych ¢isel Z ={...,-3,-2,—-1,0,1,2,3,...},

Q - mnozina raciondlnych ¢isel Q = {%, pEL,q€E N+} ,

I - mnozina iracionalnych Cisel. Iraciondlne cisla st také realne cisla,
ktoré nemodzeme vyjadrit v tvare raciondlneho ¢isla. Iraciondlne éisla su
napriklad ¢sla 7, v/2. Zjednotenie mnoziny racionalnych é&isel a mnoziny
iracionalnych ¢isel tvori mnozinu realnych cisel.

R - mnozina redlnych ¢isel,

C - mnozina komplexnych ¢isel.

Plati:

NtcNcZcQcRcC.

V mnozine prirodzengch ¢isel plati dékazovy princip matematickej in-
dukcie, pomocou ktorého sa dokazuju vyroky typu: ” pre kazdé prirodzené
¢islo n plati vyrok V (n)”. Princip dokazu spoéiva v dvoch krokoch, ktoré
zodpovedaju vlastnostiam prirodzenych cisel:

1. Ukézeme platnost vyroku V (ng) pre ng € N,tj ukdzeme platnost
%4 (no) .

2. Ukéazeme, ze pre kazdé prirodzené ¢islo k > 1, plati implikdcia V' (k) =
V (k 4 1) . Potom pre kazdé prirodzené ¢islo n plati vyrok V' (n) . Pred-
poklad V' (k) implikacie v druhom kroku sa nazyva indukény predpo-
klad.

Reélne ¢isla je mozné reprezentovat ako body na horizontélnej priamke,
tak ze ak a,b € R, a < b bod reprezentujuci ¢islo a lezi vlavo od bodu
reprezentujuceho ¢islo b. Tato priamku nazyvame redina os. Ku mnozine R
niekedy priddvame dva symboly —oco a oo, ktoré nie st realne ¢isla, pricom
budeme pisat: ak a € R,potom —0co < a < co a —oo < oo . Definujeme
R* =R U {—00,00} a hovorime, ze R* je rozsirend mnozZina redlnych éisel.

1.2 Komplexné cisla

Riesenie niektorych problémov v mnozine realnych ¢isel moze vyzadovat jej
rozsirenie. Napriklad v mnozine realnych ¢isel R neexistuje ¢islo, ktoré je
rieSenim rovnice

2 +1=0. (1.1)

Aby sme odstranili tento nedostatok rozsirime mnozinu R o novy prvok,
ktory oznadime i a nazjyvame imagindrna jednotka. Prvok i musi spliaft
rovnost

i? = —1.

Po zavedeni tohto ¢isla ma rovnica (1.1) dva korene i a —i.
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Komplexné cisla C su ¢isla tvaru
z=x+ yi,

kde z, y € R. Horeuvedeny tvar komplexnjch cisel sa nazyva algebraicky
tvar komplexného ¢isla z. Realne ¢islo x nazyvame redlna ¢ast komplexného
¢isla z a oznaCujeme x = Rez, redlne ¢islo y nazyvame imagindrna cast
komplexného ¢isla z a oznacujeme, y = Imz. Ak pre komplexné ¢islo z =
x + yi plati: y = 0 Cislo z povazujeme za redlne Cislo. Ak pre komplexné
¢islo z = = + yi, plati x = 0 ¢islo z nazyvame rydzo imagindrne c¢islo.

Geometrickd interpretacia komplexného ¢isla z = = + yi je bod (z, y) v
rovine R? alebo vektor

 —
r=(z,y)
Reélne ¢isla lezia na osi o,, ktort nazyvame redlna os a rydzo imaginarne
¢isla lezia na osi oy, ktort nazyvame imagindrna os.

Dve komplexné c¢isla zy = a+bi, zo0 = c+di sa rovnaji, ak maja rovnaké
realne Casti aj imaginarne Casti, teda z; = 2o prave vtedy, ked a = ¢, b =d.
Mnozinu véetkych bodov (z, y) v rovine R2, ktoré odpovedaji komplexnym
¢islam x 4 yi nazyvame komplexnd rovina. Existuje jednoznacné priradenie
medzi mnozinou C a mnozinou vSetkych bodov v komplexnej rovine. Odteraz
nebudeme tieto mnoziny rozliSovat.

1.2.1 Algebraické operacie na C.

Na mnozine C zavedieme operacie ” + 7, ” - 7 nasledujicim sposobom: ak

21 = a+ bi, z9 = ¢+ di, potom
21420 = (a+bi) + (c+ di) = (a+c¢) + (b+d) 1,

2129 = (a+bi) - (c+ di) = (ac — bd) + (ad + be) i.

To znamend, ze nésobenie komplexnych c¢isel v algebraickom tvare je
definované ako nasobenie polynémov s pouzitim rovnosti

Priklad 3 Nech z; = 2—3i, zo = —3+i. Vypoditajte z1+ 29, 21—229, 21+ 2.

Dve komplexné ¢isla x + iy a x — iy s rovnakymi redlnymi castami a
opafnymi imagindrnymi castami sa nazyvaja komplexne ¢isla zdruZené .
Komplexne ¢islo zdruzené k ¢islu z budeme oznacovat Z a v komplexnej
rovine s to ¢isla symetrické podla redlnej osi. Ak z = v + iy, potom z =
x — 1y. Plati:

Rez = Rez, Imz = —Imz,

2+ 2z z—Z
, Imz = —,
21

Rez =
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@) =2, 2-z2=(z+1iy)(z —iy) = 2* + 3°.

lahko sa dé& overit, Ze plati:
21+ 29 = Z1 + 22,

2172 = 21722
Vzdialenost bodu (a,b) od bodu (0,0) v komplexnej rovine nazyvame
absolitna hodnota komplexného ¢isla z = a+ bi, oznacujeme |z| = Va2 + b2.
Je zrejmé, ze |z > 0, a |2| = (z-7)2 = [7].
Delenie dvoch komplexnych ¢isel 21 = a +bi a 20 = ¢+ di # 0 je
definované predpisom

a1z zmizm _ (a+bi)(c—di)  (ac+bd) + (be — ad)i

29 2973 |22|2 - c? +d2 2 + d?
Priklad 4 Vypodcitajme %, kde z1, z9 su z predoslého prikladu.
Pre absolttne hodnoty plati:
|2122] = |21] |22/,
|21 + 22| < |21] + |22] -
1.2.2 Cvicenia
1. Né&jdite redlne cisla r, s tak, aby platilo

(@) (2—4i)r+(3—=5i)s=2i ..., [r=-3, s=2].
(b) (=3 —2i)r+ (—1+20)si=—6—5i  ....... r=4, s=—3].

2. Kedy je stucet komplexnych ¢isel a + bi, ¢+ di ¢islo

(a) redlne, .. b= —d.
(b) IMAGInAIne, ...t [b# —d].
(¢) rydzoimagindrne? ...l [a=—c, b# —d.

3. Vypocitajte

(a) (24+3i)(3—4i) — (5—4d) [13 + 51] .
(b) (=24 31)3 [46 + 91] .
i pre n =1+ 4k,
—1pren=2+4k

—i pren =3+ 4k

1 pre n = 4k
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) -1-34].
@ T =5~ 1)
(1—1d)3 2 2
(e) B0 £2]) e [—2 + 24]
4. Pre ktoré komplexné ¢isla z = a + bi plati
() 2 = Z [b=0].
(b) 22 =2 e 0.1, -4+, 1 -],
5. Vypocitajte absolutnu hodnotu komplexnych cisel
() 3= 40 [5].

(b) 83;10 ............................................... 2]

1.3 Polynomy
1.3.1 Polynémy - zakladné pojmy
Definicia 1 Nechn € N, ag,a1,...,a, € C. Funkciu
f:C—C, f(x) = apt" 4 an_12" V- 4 a1z + ag (1.2)

nazyvame komplexny polynom komplexnej premennej x (strucne ho budeme
nazyvat len polynom). éisla ag, a1, ..., a, su koeficienty polynému f a vy-
razy ayz® pre k € {0,1....,n} su ¢leny polynému f, Specidlne ag je abso-
latny ¢len. Polynom g : C — C, g(x) = 0 nazgvame nulovy polyném.

Defini¢ny obor aj koobor polynémov bude vzdy bud mnozina R, alebo
mnozina C, pricom z kontextu bude vzdy jasné, o ktorom pripade uvazu-
jeme. Preto namiesto dlhého zépisu (1.2) budeme pouzivat kratsi:

f(x) = apx™ + ap_ 12" 1+ -+ a1z +ag

alebo

Anx™ + ap12" 1+ 4+ a1z + ag
alebo

f(z)
alebo len

f

Mnozinu vSetkych komplexnych polynémov premennej x budeme ozna-
¢ovat P(C) a mnozinu vSetkych polynémov s realnymi koeficientami P(R).
Prvky mnoziny P(R) budeme tiez nazyvat redlne polynomy.

Je zrejmé, ze P(R) C P(C).
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Sucet f+ g, rozdiel f — g a sucin fg polynéomov f, g definujeme Stan-
dardne, tak ako su tieto bindrne operécie definované pre funkcie, teda

f+9:C—C, (f+9)(2)
f=9:C—C, (f-g)(z)=
fg:C—C, (fg)(z) = f(x)g(z

f(@) +g(x)
f(;c) —9(z)

Priklad 5 Urcte f+g, f—g, fg, ak f(zx) =2 —1, g(z) =22 + 2 + 1.

Sucet, rozdiel a suéin dvoch polynémov je opiaf polyndém.

Rovnost polynomov definujeme ako rovnost funkcii. KedZe polynémy
maji rovnaké definiéné obory, méZeme povedat, ze dva polynémy f,g st
rovnaké a piSeme f = g, ak f(z) = g(x) pre vSetky = € C.

Veta 1 Nech f(r) = as2® + as_12° 1+ -+ a1x +ag, as # 0 a M =
max{|ag|, |ai], ..., |as—1|}. Potom pre kazdé komplexné cislo z, ktoré vyho-

M
vuje podmienke |z| > 1+ — je f(z) # 0.
a

|as]

Veta 2 Polynom f(z) = apz™ + an_12" "1 + -+ + a1z + ag je nulovy vtedy
a len vtedy, ked ag=a1 = ... =a, =0.

Veta 3 Dva polynomy

(@) = apa™ + an12" '+ -+ a1z + ag, an #0,

9() = bn@™ + by_128™ 4 -+ bz + by, by # 0O
st rovnaké prave vtedy, ked n = m, ag = by, a1 = b1,...,a, = by.
Poznamka 1 Vo vyssich rocénikoch sa zoznamite s matematickymi Struk-
turami ako st konecné okruhy a konecné polia. Ak definujeme polyndmy
s koeficientami z tychto struktir, tak predchddzajica veta neplati. Existuji

rozdielne polynomy, ktoré v kaZdom bode defini¢ného oboru maji rovnaké
hodnoty. To znamend, Ze reprezentuji rovnakée funkcie.

Definicia 2 Stupiiom polynému f(r) = a,2™ + ap_12" 1 +- -+ a1x + ao,
ktorého aspon jeden koeficient je nenulovy, nazjvame cislo

st(f) = max{k € {0,1,...,n}; ar # 0}

Priklad 6 Nech h(z) = 0z° + 22* + 52 — 1, potom st(h) = 4. O
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Polyném stupiia s mozeme pisat v tvare
f(z) = aea® +as12° ' + -+ aww +ag, as #0

(koeficienty ay pre k > s st nulové, preto ¢leny s tymito koeficientami ne-
treba pisat). Tento tvar nazyvame normdlny tvar polynomu f. Koeficient
as nazyvame najvyssi koeficient, ¢len asz® najvyssi clen polynomu f. Po-
lynémy nultého stupna a nulovy polyném nazyvame konstantné polynomy,
polynémy prvého stupinia - linedrne polynomy, polynémy druhého stupna -
kvadratické polynomy a polynémy tretieho stupna - kubické polynomy.

Uvedomme si, ze nemame definovany stuper nulového polynému. Tento
nedostatok mozeme odstranit takto:

Definicia 3 Stupriom nulového polynomu nazgvame symbol —oo.

Stupne nenulovych polynémov sa prirodzené ¢isla, ktoré vieme séito-
vat a porovndvat. Aby to bolo moZné aj so stupiiom nulového polyndému,
dohodnime sa, ze pre vsetky n € N

—00+n=n+(—00) = —00
—00 + (—00) = —00
—co<n

Tieto pravidla vyuzivame hlavne pri nasobeni polynémov.
Veta 4 Pre kazdé dva polyndmy f,g € P(C)

si(f + g) < max{st(f), st(g)}
st(fg) = st(f) + st(g)

1.3.2 Delenie polynémov

Priklad 7 Zistite, ¢i k polynomom f(x) =1, g(x) = x+1 existuje polynom
h tak, aby f = gh.

RieSenie 2 Pre polynom h ma platit: 1 = (z + 1)h(x), odkial pre stupne
vyplyva

1+ (—o0) = —o0, ak st(h) = —o0

st(gh) = st(z+1)+st(h) = 1+st(h) = { 14 n, ak st(h) = n > —oo

V oboch pripadoch st(gh) # st(f) = 0. Znamend to, Ze pozZadovany polynom
h neexistuje. O
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V predchadzajicom priklade sme videli, Ze podiel polynémov f, g je funk-
cia, ktord nie je polyném. Podobna situacia je pri deleni celych ¢isel. Tu tiez
podiel celych ¢isel nemusi byt celé ¢islo. AvSak existuje tu delenie celych
¢isel so zvyskom. Nasledujica veta hovori, Ze delenie so zvyskom je mozné
zaviest aj pre polyndmy.

Veta 5 Ku kazdym dvom polynémom f,g € P(C), kde g je nenulovy poly-
nom, existuju také polynomy q,r € P(C), Ze

1) f=gq+r,
2) st(r) < st(g).

Podmienkami 1 a 2 su polynomy q, r jednoznacne urcene.

Polyném ¢ z predchadzajicej vety sa nazyva podiel a polyném r zvysok
po deleni polynému f polynémom g.

Priklad 8 Vydelte so zvyskom polynom f(x) = 5x° — o* + 223 + v — 2
polyndmom g(x) = 2% + x + 1.

Pri vypocte koeficientov podielu ¢ a zvysku r sa pouzivaju len operacie
sCitovania, nasobenia a delenia, preto ak f, g si redlne polynémy, tak aj ¢, r
st redlne polynémy. Dokonca, ak f, g st raciondlne polynémy (ich koeficienty
st raciondlne ¢isla), tak aj ¢,r st racionalne polynémy.

Veta 6 Zvysok po deleni polynomu f polynomom = — ¢, kde ¢ € C, je
konstantny polynom r(x) = f(c).

Vsimnime si teraz blizsie delenie polynému f(z) = a,z™ + an_12" 1 +
-+++ajx+ag polynémom g(x) = x—c, kden > 1, a, # 0, ¢ € C. Podielom
je polyném q(z) = by_12" L +by_o2" 2+ -+ b1z + by a zvyskom 7(x) = u.
Podme zistit, aké st ich koeficienty bg, b1, ..., b,_1,u. PredovSetkym plati
rovnost polynémov

ant” + ap 12" P+ -+ az+ag =
= (2 —c)(bp_12" P+ by 22" 24 F b+ by) +u=
=byp_12" + (bn_g — Cbn_l)xnfl + -+ (bg — Cbl).%' + u — cbg.

Porovnanim koeficientov dostaneme

%) = bn—l bn—l = an

an-1 = bp2—cbyp 1 b2 = ap-1+cby
: odkial

al = bo — Cbl bo = a1+ Cbl

ag = u—cby U = ag + chy

Vysledné vztahy je vhodné pisat v tvare tabulky
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Qp Ap—1 e ai ago
c cbn—1 .. cby chg
an Qp-1+cbp—1 ... a1+chy ag + cby
~ —— —— ————
bn_1 bn—2 bo u:f(c)

ktort nazyvame Hornerova schéma.

Priklad 9 Hornerovou schémou vydelte polynom f(x) = z° — 22* + 22 —
8x + 2 polynomom x — 2 a vypocitajte f(2).

RieSenie 3

1 -2 01 -8 2
2 2 00 2 -12
1 001 -6 |-10

Podiel je polynom xz* +x — 6 a zvysok —10. Takze plati
f(z) = (z —2)(z* + 2 —6) — 10
f(2)=-10.0

Definicia 4 Hovorime, Ze polynom [ je delitelny nenulovym polyndmom g
a piseme g| f, ak existuje taky polynom h, Ze f = gh. Polynom g sa nazgjva
delitel polynému f.

Vsimnime si, Zze polyném f je delitelny polynémom ¢ prave vtedy, ked
zvySok po deleni polynému f polynémom ¢ je nulovy polyném. Namiesto
” polyném f je delitelny polynémom ¢* sa tiez hovori ” polyném g deli
polyném f “.

Priklad 10 Zistite, pre aké ¢isla a,b je polynom f(x) = ax® + 222 + bx +
a delitelny polyndmom g(z) = 2 + 1.

1.3.3 Korene polynému

Definicia 5 Komplezné ¢islo ¢ nazgvame korenom polynému f, ak f(c) =

0.
Priklad 11 Zistite, ¢i 3 je koreriom polynomu h(x) = 223 — 522 + 62 — 2.

Veta 7 Komplexné ¢islo c je koreriom polynomu f prdve vtedy, ked (x —c) |

f.
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Definicia 6 Ak ¢islo ¢ je koren polynomu f stupria n € N, tak linedrny
polyndm x — ¢ nazyvame koreniovy ¢initel polyndmu f.

Definicia 7 Komplexné ¢islo ¢ sa nazjva k-ndsobny koren (k € NT) poly-
nomu f, st(f) > 1, ak (x —c)* | f a (x —c)**1f f. Pre k =1 hovorime, Ze
¢ je jednoduchy koreri.

Ak c je k-nasobny koreti polynému f, tak f(z) = (z—c)*g(x) pre vhodny
polyném g, ale neexistuje polyném h taky, ze f(z) = (z — ¢)*¥*1h(x).

Priklad 12 Zistite, kolkondsobnym koreriom polynomu f(x) = x® — 5x* +
723 — 222 + 4 — 8 je cislo 2.

Veta 8 (O raciondlnych korerioch polyndmov s celociselnymi koeficientami.)

Nech raciondlne cislo 2, kde p € Z,q € N s1i nesidelitelné ¢isla, je koren

polynomu f(x) = apx™ + an_12" 1 + -+ a12 + ag, a, #0,n > 1,5 celo-
¢iselnymi koeficientami. Potom q | an, p | ap.

Priklad 13 Najdite vsetky racionalne korene polynomu f(x) = %az‘r’ — %1‘44—
3 3 6

RieSenie 4 Polynom f nemd celociselné koeficienty, ale polynom g(z) =
6f(x) = 22° — 32* + 223 — 222 + 1 dno. Navyse pre kazdé komplexné cislo
x plati f(x) = 0 prave vtedy, ked g(x) = 0, To znamend, Ze g md rovnaké
korene ako f. MoZeme teda hladatf raciondlne korene polynomu g v tvare
g, kde p je celé cislo, q je prirodzené cislo vyhovujice podmienkam: p deli
ag =1, q deli a5 = 2. Do uvahy pripadaju c¢isla:

1
p e {£1}, g€ {1,2), odkial vypljva L € {il,iz}
q

Ak polynom g ma raciondlny koren, tak podla predchadzajicej vety to maoze
byt len niektoré z cisel 1, i% a ziadne iné€. Ktore z nich je koreriom poly-

e AV . P z
nomu g, mozZeme zistit Hornerovou schémou.

Veta 9 Nech f € P(R), st(f) > 1, potom plati: Ak c € C je koreri polynomu
f, tak aj komplexne zdruZené cislo € je koren polynomu f. Naviac, ak c je
k-ndsobny koren polynomu f, tak aj ¢ je k-ndsobny koren polynomu f.

Redlny polyndém stupiia aspoii 1 nemusi mat Ziadny realny koren. Takato
situdcia nemoze nastat pre komplexny polyném stupiia aspoii 1.

Veta 10 (Zdkladnd veta algebry) Kazdy komplexny polynom stupria aspon
jedna md aspon jeden komplexny koren.
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Priklad 14 Ndjdite vietky korene polynomu f(x) = 2x° 4 5z* + 823 + 722 +
6z + 2, ak viete, Ze jednym koreriom je —1 + 1.

Nech f(z) = apa™ + ap_12" 1 4 -+ 4+ a12 + ag, a, # 0, n > 1. Podla
zdkladnej vety algebry mé tento polyndém asponi jeden koren. Ozna¢me ho
c1. Polyném f je delitelny koretiovym ¢initelom x —cy, teda existuje polyném

fist(fi) =n—1 tak, ze f(z) = (z — c1) f1(x).
Ak n—1 > 1, tak f1 mé koren, modZeme ho oznacit co a existuje taky polyném
fa, st(fa) =n=2,2e fi(z) = (z—c2)fo(z) a potom f(z) = (z—c1)(z—c2) fo(2).

Takto mozeme pokracovat dalej a po n-tom zopakovani tohto kroku dosta-
neme

flz)=(x—c)(r—c2)...(x —cn)folz), st(fo)=0

fo je konstantny polyném b. Vzhladom k tomu, Ze najvyssi koeficient poly-
nému [ je a,, musi platit: b = a,.Tak dostavame tvar

f@)=an(x—c1)(x—co)...(x —cp),

ktory nazyvame rozklad polyndmu f na sicin korenovych cinitelov. Z tohto
tvaru polynému f vyplyva, ze ¢isla ¢y, co, . . ., ¢, st jeho korene a okrem nich
ziadne iné nema. Preto plati

Veta 11 Polynom stupria n, n > 1, md najviac n roznych korenov.
Polyném nultého stupna nema Ziadny koren. Korennom polynému stuprna
—o0 (nulového polynému) je kazdé komplexné ¢islo.

Veta 12 Nech f,g su komplexné polynomy stupna najviac n € N a g je
nenulovy polynom. Nech pre n 4+ 1 komplexngch cisel xg,x1,. .., xy, plati

f(@o) = g(@o), f(x1) = g(x1), ..., flan) = g(zn),
potom f = g.

1.3.4 Kanonicky rozklad polynému nad R a nad C.

V rozklade polynému f na saéin korenovych ¢initelov nemusia byt korene

1,. ..,y navzajom rozne. Povedzme, Ze navzajom rozne st len ¢y, ..., cx, (k <
n), pricom c; sa opakuje ri-krat, ..., cx sa opakuje ri-krat. Potom moézeme
pisat

f@)=apn(x—c1)(x —c2)™...(x —cx)"™*
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rL+ret+o+rE=n
Tomuto tvaru hovorime kanonicky roklad polynomu f nad C.
Zaoberajme sa teraz realnym polynémom f(z) = anz™ + ap_12" * +
<~ +a1x + ag, ap # 0, n > 1 a moznostou rozlozit ho na saéin redlnych
polynémov, ¢o mozno najmensieho stupna. Povedzme, Ze polynédm f ma

navzajom rozne realne korene ci,...,c, nasobnosti v poradi ri,...,7rg, a
pretoze f € P(R), navzajom rdézne po dvoch komplexne zdruzené korene
a1,Q1, ... ,0m, Gy S nasobnostami sq, ..., S;,. Potom

f@)=ap(x—c1)™ ... (x—cp) ™ (x—a1) (z—a7)® ... (z— )’ (x—am)°™

je kanonicky rozklad polynému f nad C. Lahko sa presved¢ime, Ze pre kazdé
komplexné ¢islo « plati

(x — a)(x — @) = 2° — 2Re(a)z + |af* = 2? + pz + ¢ € P(R)

Pouzitim tohto vztahu moézeme kanonicky rozklad nad C polynému f upravit
na tvar

fl@)=apn(z—c1)™...(x —cp)™ (x2 +pix+q)t... (ac2 + P + @)™

kde ci, ..., c, s navzajom roézne redlne korene nasobnosti ri,...,rg, poly-
némy z2 + pjz +qj, j € {1,...,m} maji imaginarne korene «;,@;, ktoré
st s;-nasobnymi korenmi polynému f. Je zrejmé, ze rq + - + 1 + 2(s1 +
-+ + 8py) = n. Takyto tvar redlneho polynému nazyvame kanonicky rozklad
polynému f nad R.

Priklad 15 Nad R ndjdite kanonicky rozklad polynomov
1. f(x) = 225 + 5a* + 823 + T2? + 62 + 2,
2. g(x) = 22° — 32* + 223 — 222 + 1.

Kanonické rozklady niektorych polynémov mozeme ziskat ich postupnym
rozkladom na st¢in pouzitim vhodnych tGprav a vzorcov.

Priklad 16 Ndjdite kanonické rozklady nad R aj nad C polynomov f(x) =
4z* + 622 +9 a g(z) = 82° — 27.

(Pozndmka o algebraickych rovniciach) Algebraickou rovnicou stupria
n, n > 1, nazyvame rovnicu f(z) = 0, kde f je polyném stupiia n. Rie-
Senim (koreriom) tejto rovnice je kazdé komplexné éislo ¢, pre ktoré plati
f(e) =0, t.j. ¢ je koren polynému f. Riesit algebraicka rovnicu f(z) = 0
znamend najst vsetky jej korene, t.j. vSetky korene polynému f. Pozname-
najme, ze pre vypocet korenov algebraickych rovnic vyssich stuptiov ako 4
neexistuju vo vsSeobecnosti analogické vzorce ako pre kvadratické rovnice.
Pre algebraické rovnice stupniov 3 a 4 sice takéto vzorce existuja, ale pre
svoju komplikovanost st prakticky nepouzitelné. Na rieSenie algebraickych
rovnic Tubovolného stupna st vypracované numerické metédy, pomocou kto-
rych mozno vypocditat korene s Tubovolne zvolenou presnostou.
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1.3.5 Cvicenia

1. Vynasobte polynémy:

(a) (22 — 623 + 52 — 1)(2% — 22 + 2)
228 — 1025 + 162* — 723 — 112% + 122 — 2] .
(b) (3z% + (1 —i)a? +m—2—|—z)(3x3—|—(1—|—i)$2—ix—?—i)

925 + 625 + 224 423 — 52 +2x+5].

2. Vykonajte delenie so zvyskom:

(a) (22* — 323 + 42 — 52 +6) : (22 — 3z + 1)
[ podiel: 222 + 3z + 11 ]

| zvySok: 25x — 5 '

(b) 228 + (2 — 20)2® — izt + 23 — 2?) : (23 + (1 —i)z? + 1)
[ podiel: 223 —z — 1 }

| zvySok: — ir? +x+1

podiel: 2% — 2z — 5 — 2i

3.2 N (o :
(c) (z° —2*—x): (z— 1+ 2i0) ""[zvyéok:—Q—i—Si

3. Pomocou Hornerovej schémy vykonajte delenie so zvyskom:

(a) (z* —223 + 422 —62+8): (v —1)
[(z —1)(2® — 2* + 3z — 3) + 5)] .

(b) (423 4+ 22) : (x +1+14)

[(42? — 3+ i)z — 14 Ti) + 8 — 6i .

(c) (3z* 4 (1 — 3i)a® — 2ix? + iz — i) : (x — 1)

[(z —i)(32® + 2 —iz + 1 +14) —1].

4. Pomocou Hornerovej schémy vypocitajte f(c):

(a) f(z)=a*—323+62%2 —100+16, c=4  ............ [136] .
1

(b) f(z) =62 —Tad3 +42+2, c= Tg e [1].

(c) 2® 4+ (1 +2i)z* — (1 +3i)2® + 7, c=—-2—i o [—1 — 444

5. Aké podmienky musia spliiaf komplexné ¢isla p, g, m, aby polyném
2% + pz? + ¢ bol delitelny polynémom z? 4+ max + 1?
[sz, qg—p+1=0 aleboqzl,p:2—m2].

6. Urcte cislo a tak, aby ¢islo ¢ bolo koreniom polynému f:
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47
(a) flx)=a3+222 —ax+2, c=3 .. [3}
5 4_ .3 2 1
(b) f(z)=22°—azx* —2°+azx*+3a, c=—-1  ........... 3|
7. Zistite kolkondsobnym koreriom polynému f je ¢islo c:
(a) f(z) =0 —42° + 62 — 823 +102%2 — 8z + 8, c =2
[dvojnésobny] .
(b) f(z) =a2° — 52t + 723 — 222 + 42 -8, c =2
[trojnasobny] .
(c) f(x) = 2° + Ta* + 1623 + 822 — 162 — 16, c = —2
[Stvornasobny] .
(d) f(z) =2%—2ix® —2* — 22+ 2ix+1, c=i
[trojnésobny] .
8. Néajdite racionalne korene polynémov:
.
(a) 227 — 1325 4 62° + 132* — 1823 + 2922 — 222 +3, .... [—2 .
4 3_ .2 2 )
(b) 62* —112° — 2" —4, —§,2 )
(c) 10z* — 1323 + 1522 — 182 — 24  .... [nem4 racionalne korene] .
1 2 3]
(d) 242° +102* — 23 — 1922 — 52 +6  ............ —
2' 34
(e) x® +a* — 623 — 1422 — 11z -3 ...... [—1 — Stvornasobny] .
9. Rieste rovnicu, ak poznate jeden jej koren:
(a) % — 422 +8x—4=0, 1 -4  .....o...... 144, -1+ V3].

(b) 42® — 162° + 3521 — 6023 + 7122 + 162 —20 =0, 2+

[ 1
244, £2i, 12} .

(c) 2% — 25 — 1323 + 922 + 82 +20 =10, —1 + 2i

—1+iV/3

—1+ 2¢, 2 — dvojnasobny, 5

5 4 3 2 1, V3
(d) 22 +2*+2° —2°—2 -1, —5 +4i%

1
1, 5(—1 +3) — dvojnésobny] .
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10. Nech a, b, ¢ stt navzajom rézne komplexné ¢isla. Dokazte, Ze polynémy
f, g st rovnaké.

a}(z —b)(x—c) bz —a)(xr—c) c(z—a)(zr—0)

(@) fix) T D0 T bab-0 @ (e—ae_
FStaéi dokizat, 7e f (a) = g (a), f(b) = g(b), f(c) = g(c)].
16~ g+ a0 a5 9
[Staci dokazat, ze f (a) = g(a), f(b) =g(b), f(c)=g(c)].

11. Najdite kanonicky roklad polynémov nad R:
(a) 2% +4 [(22 + 22+ 2)(2? — 22+ 2)] .

(b) 25 -8

[(z — V2)(z + V2)(2® + V22 + 2) (2 — V22 + 2)] .
(c) 32% — 1822 +9

_3(:5— 3—\/6><x+ 3—\@>><
_x(x—\/ﬁ)(:r%— 3+\/6) '

(d) 42* + 22+ 1

i 3 1 31
4(“”””{“2) (””2‘{“2)
(e) 2204 325 + 2% 4+ 322 — 1

[ 1

2(3:—2) (:c+1)3(w2—a;+1)].

(f) 28 —22% + 2% + 422 — 8z + 4
[(z = 1)*(2® + 22 + 2)(2? — 22 + 2)] .

1.4 Racionalne funkcie

Definicia 8 Nech f(x), g(x) € P(R) su polyndmy s redlnymi koeficientami.
Potom funkciu

F:R\{z€eR; g(z) =0} - R, F(x) ===

sa nazyva realna racionalna funkcia. Ak st(f) < st(g), funkcia F sa nazjva
rydzoracionalna.
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Priklad 17 Funkcie

273 — x4+ 1 2 +4x +1
F(x) = , G(z) =
() 22 4 (2—V2)z +2 (z) x5 — 23 + 2% +2

st raciondlne. Funkcia G je rydzoraciondlna. (1

Definicia 9 Elementarnym zlomkom nad R (presnejSie: redlnym elemen-
tarnym zlomkom ) nazgvame kazdi raciondlnu funkciu

kde a,a € R, k € NT q

ar +b

Gl) = (2% 4+ px + q)k

kde a,b,p,q € R, k € NT a polyndm x* + px + q nemd redlne korene.

Veta 13 KaZdd redlna raciondlna funkcia sa dd vyjadrit v tvare suctu redl-
neho polynomu a konecného poctu elementdrnych zlomkov nad R.

Tomuto tvaru racionédlnej funkcie hovorime rozklad racionalnej funkcie
na elementarne zlomky nad R.

f(x)

Postup pri rozklade racionalnej funkcie H(z) = ﬁ na elemen-
g(x
tarne zlomky nad R:

1. Vykoname delenie polynémov f, g so zvyskom:

f(z) = g(x)q(x) +r(z), st(r) <st(g)

odkial

Tym sme ziskali vyjadrenie racionalnej funkcie H v tvare stuctu poly-
nému a rydzoracionalnej funkcie.

2. Najdeme kanonicky rozklad polynému g nad R.

r(z)
g(x)
kov tak, ze ku kazdému ¢initelu z kanonického rozkladu polynému g
(okrem najvyssieho koeficienta) pridavame zlomky:

3. Rydzoracionalnu funkciu rozpiSeme na stcet elementarnych zlom-

— k al a2 .. ak
(r—a) — x—a+(x—oz)2+ +

(z — o)t
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bix + ¢ box + ¢ brx + ¢
(22 +pz +q)" T T
2 +pr+q (22 +pr+q) (2 +px +q)

4. Vypocitame koeficienty a;, b;, c;.
Priklad 18 RozlozZte na elementdrne zlomky nad R raciondlnu funkciu

x4+ 222 —

@ = et @

1.4.1 Cvicenia

1. Rozlozte na elementarne zlomky nad R (bez vypoctu koeficientov)
racionalnu funkciu:

1

(@) 8R4 16)
a n b i cr +d ex+p n
(x—2)?2 -2 (224+2x+4+4)3 (22+22+4)
n qr +r s+t
22 4+2x+4 22-—-2x+4
322 41 a b c d e
b — + — .
(b) (223 + 422) (22 — 4) x2+x+($+2)2+x+2+$—2}
() r+1
(x4 —16) (2 + 8)
a b c dr +e TT+ S
(l‘+2)2+$+2+$—2+1‘2+4 x2—21:—|—4]'

2. Rozlozte na elementarne zlomky nad R raciondlnu funkciu:

(&) 622 + Tz + 4 4 1 N 1
Q) T e e e e e — .
223 + 322 — 1 20 -1 (z+1)2 z+1
) 28 — 5% + 1324 — 1823 4+ 1222 — 82 + 12

(x —2)(a? — 22 4 2)?

o142 226 2
x .
I r—2 (22-22+2)?2 22-22+2

475 — 8z + 523 — 2+ + 1

(c) (222 — x)?
-x—l—i- 0 __ +1+5].
I 2x—1)2% 22-1 22 =z
(d) 25 + b
(23— 1) (22 4+ 2+1)
z—1 —11lz 45 2
x+3(m2+x+1)2+9($2+w+1)+9(m—1)}'
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—z* - 33 4+ 1022 — 4z + 1
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2 xr—2

(=1 (2t =23 —2z+1)

(z —1)3

+x—1+x2—|—:c+1 '



Kapitola 2

Linearna algebra

2.1 DMatice

2.1.1 Matice - zakladné vlastnosti

Definicia 10 Redlnou maticou typu m x n, m,n € N, nazgjvame tabulku
(schému) redlnych éisel

ail a2 e A1n

a1 a2 e a9on,
A =

am1 Am?2 . Amn,

Ciislo aji; € R sa nazyva prvok matice A na (j, k)-tom mieste. Proky ai1, asz,
...y Qpp, kde p = min{m, n}, tvoria hlavnt diagonélu a proky ain, a2 n—1,. ..,
ap n—p+1 vedlajsiu diagonalu matice A.

Pre mnozinu vsetkych matic typu m X n s redlnymi prvkami budeme
pouzivat oznacenie R™*". Nebudeme rozlisovat medzi prvkami (a) € R!*!
a a € R. preto aj budeme pisat R'*! = R. Matice typu n x 1 nazjvame
stlpcové n-tice alebo stlpcové vektory. Matice typu 1 x n st budeme nazjvat
n-tice. Maticu A, ktorej prvky su aj, pre j € {1....,m}, k € {1,...,n},
budeme strucnejsie zapisovat (ajz);’ alebo, ked bude jasné, aky je pocet
riadkov a stipcov matice alebo tieto hodnoty nebudi dolezité, len (ajk).

Matica, ktorej vsetky prvky st nuly, sa nazyva nulovd a oznacujeme ju
0 alebo (0)", ak chceme vyznacit aj jej typ. Nasledujtca n-tica

(ajl, CL]'Q, Ceey ajn)
sa nazyva j-ty riadok a stlpcova m-tica

a1k
a2k

Qmk

23
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k-ty stlpec matice A = (ajk)m.
Ak ozna¢ime Ri,Rs,...,R,, riadky a S1,Ss,...,S, stipce matice A
typu m X n, tak budeme tiez pisat

R,
Ro

A= 7|, A=(s1,8s...,50).
R,

Priklad 19 Pre maticu

1 -5 6 7
A= 3 21 0 |er¥
—4 5 1 3
6
je treti stlpec S3 = | 1 | a druhy riadok Ry = (3,2,1,0).0
1

Definicia 11 Dve matice A = (a;;), B = (bji) sa rovnaji (A =B) , ak
st rovnakého typu a pre vsetky j, k plati a;;, = bjy.

Definicia 12 Vedicim prvkom n-tice nazjvame jej prvii nenulovi zlozku
B
zlava.

Priklad 20 Veducim prvkom Sestice
(0,0,-2,0,3,1)

je jej tretia zlozka —2. [

Nulova n-tica nemé veduci prvok.

Definicia 13 Matica

R,
R,
A= .
R,
sa nazyva stuptiovitd, ak pre j € {1,2,...,m — 1} plati:

1. Vedici prvok riadku Rj1 je posunuty aspori o jedno miesto doprava
vzhladom k vedicemu prvku riadku R;.
2. Ak j <m aR; =0, tak Rj11 =0, pricom 0 oznacuje nulovi n-ticu.
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Priklad 21 Matica

01 -21 -1 0
00 02 3 -1
00 00 1 O
00 00 0
je stupmovitd, matica
0101 -1 0
0020 2 -1
0000 3 0
0001 2 0

nie je stupnovita. [

Definicia 14 Matica A sa nazyva redukovand stuptiovitd, ak je stupriovitd,
vedici prvok kazdého nenulového riadku je 1 a v kaZdom stlpci, v ktorom sa
nachddza vedici prvok niektorého riadku, sa vsetky ostatné pruky rovnaju Q.

Priklad 22 Matica

01300 5
0 0010 -1
00001 O
0 00 O0O0 O

je redukovand stupriovita. [J

Definicia 15 Elementéarnou riadkovou operaciou (ERO) na matici

Ry
R»
A= .
R,
nazyvame kaZdi z nasledujicich uprav matice A:
1. Vzajomna vymena dvoch riadkov matice A.
2. Nahradenie jedného riadku matice A jeho nenulovym nasobkom.

3. Nahradenie jedného riadku st¢tom tohto riadku a Tubovolného né-
sobku iného riadku matice A.

Jednotlivé ERO budeme oznacovat takto:

R; :=: R} — vzdjomna vymena j-teho a k-teho riadku

R; := aR; — nahradenie j-teho riadku jeho a-nésobkom

R; := R; + fR; — nahradenie j-teho riadku stc¢tom tohto riadku a
(B-nasobku k-teho riadku
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Analogicky sa definuju elementdrne stlpcové operdcie (ESO) na
matici A = (S1,S2,...,S,). Sta¢l v definicii ERO nahradit
riadky stlpcami, pri¢om sicet stipcovijch vektorov a ndsobok stlp-
cového vektora ¢islom st definované takto:

Ul U1 w1 + v u1 aul

U2 V92 U9 + V9 U9 au9
+ g y (87 =

U, Um, U, + U, U, QU

ERO a ESO nazyvame spolo¢nym nazvom elementdrne operdcie

(EO).

Definicia 16 Hovorime, Ze matica B vznikla z matice A konecnym poctom
ERO (resp. ESO ¢i EO), ak existuji také matice Ay, Ag,..., Ap, Ze A =
A,B = A, aprekazdé j € {1,2,...,p— 1} matica Aj;1 vznikla z matice
A; jedinou ERO (resp. ESO ¢i EO).

Veta 14 Ak matica B vznikne z matice A konecnygm poctom ERO (resp.
ESO ¢i EO), tak aj A vznikne z matice B koneéngm poctom ERO (resp.
ESO ¢i EO).

Definicia 17 Dve matice A, B sa nazgvaji

riadkovo ekvivalentné ERO
stIpcovo ekvivalentné ak B vznikne z A konecnym poctom ESO
ekvivalentné EO

Tieto ekvivalencie v tom istom poradi oznacujeme: A ~ B, A X~ B, A ~ B.

Priklad 23 Ukdzte, Ze matice

02 4 10 3
A=(10 3|, B=[o024
31 12 00 1

st riadkovo ekvivalentné.

Veta 15 KazZdd matica je riadkovo ekvivaletnd s niektorou stupriovitou a
tiez s niektorou redukovanou stupriovitou maticou.

Dokaz pre ITubovolni maticu nebudeme robit. UkdZzeme si vSak postup
pri tprave konkrétnej matice A na stupnovita resp. redukovand stupnoviti
maticu.



2.1. MATICE 27

Priklad 24 Ndjdime stuprioviti a redukovani stupriovitd maticu riadkovo
ekvivaletni s maticou

0 1 1 0
0O o0 0 O
A=]1 -1 -1 0
1 1 -1 -1
2 2 0 -1

RiesSenie 5 Najprv v matici A vyhladdme riadok, ktorého vedici prvok sa
nachddza najviac vlavo, a vymenime tento riadok s prvym. Potom pripoci-
tame vhodné ndsobky prvého riadku k ostatnym riadkom tak, aby v stlpci
pod veducim prvkom prvého riadku boli len nuly.

0 1 1 0 1 -1 -1 0
0 0 0 0 2 2 0 -1
A=|1 -1 -1 o0 < 0 1 1 <
O R Wi B sl S T N W O e ey
2 2 0 -1 0 0 0 0
1 -1 -1 0
0 4 2 -1
Rié - 0 1 1 0 |=8B
Ri-RiR, | 0 2 0 -1
0 0 0 0

Maticu B upravujeme tak ako maticu A, s tym rozdielom. Ze ulohu pr-
vého riadku tu preberd riadok druhy, dalej potom riadok treti atd az nakoniec
dostaneme stupnovitu maticu.

1 -1 -1 0 1 -1 -1 0
0 1 1 0 0 1 1 0
R§R 0 0 -2 -1 RéR 0 0 -2 -1 |[=D
Ry—Rsdr, | 0 0 —2 -1 L0 0 000
Ry=Rs—2R: \ 0 0 0 O 0 0 0 O

Matica D je stupniovitd a riadkovo ekvivalentnd s maticou A. Redu-
kovani stupriovitd maticu dostaneme z matice D takto: Vhodné ndsobky
posledného nenulového riadku pripocitame k riadkom nad nim tak, aby sa
vynulovali prvky nad vedicim prvkom posledného nenulového riadku. Takto
pokracujeme s predposlednym nenulovym riadkom atd, aZ vsetky prvky nad
veducimi prvkami budd nuly. Nakoniec kaZdy nenulovy riadok vyndsobime
prevrdatenou hodnotou jeho vediuceho prvku.

2 -2 0 1 20 0 0
0 2 0 -1 02 0 -1
~ 0 0 -2 -1 ~ 00 -2 -1 Ll
e A R N N
0 0 0 0 00 0 o0/ Re=aRe

R3:=—1Rg3
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100 0
010 —3
< 001 I |=E
Ri=sRi | g g 0 0
R2:=1Ry
e g V0000

2

E je redukovand stupriovita matica riadkovo ekvivaletnd s maticou A. O

2.1.2 Cvicenia

1. Zistite, ktoré z matic

1 0
A=| 2 1], B=(-1,0,2),
-1 2
1 0 0 -1 11
D_<020 5>’ E_<1 2)’
(1) 1 2 0
F=|, | G=| -2 0 -3,
4 0 3 )
010 3
H=|000 -1 |, J—(é_?),
0 00 0
. 1 0 0 O
K [ cosa —sina L-{o 1 2 o
sina cosa )’ 0’ O’ 0’ 1 ’
(2)’ (1)’ Z 1, 0, 0, 1, 0
M=| o o 5| o={o0o0 1 5
Ty 0, 0, 0, ,0, 1
0, 0, 0
s
(a) stupnovité,  ..... B, D, H,J, Kprea=knr, k€Z, L, O].
(b) redukované stuprovité? — ..... [K pre a = 2km, k € Z, L, O].

2. Najdite redukovanid stupnovitd maticu, ktora je riadkovo ekvivaletna

S maticou
1 -2 0 1 L, 0, 0, 1
(a) 3 2 1 ol ..o 0, 1, 0, 0
1 -1 1 -2 0, 0, 1, -3
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456789
3456 78

™)1 954567
123456
[/ 1, 0, -1, -2, -3, —4
0, 1, 2, 3, 4, 5
0,0, 0, 0, 0 0
'\0, 0, 0, 0, 0, O

2.2 Sustavy linearnych rovnic

2.2.1 Zakladné pojmy
Definicia 18 Nechm,n € NT, a;;,b; e Rprej € {1,...,m}, ke {1,...,n}.

Potom

a1y +appre + -+ amTy, =b1
ag1r1 + a2y + -+ a2,y = bo

(2.1)
Am121 + ama®2 + - + AmnTn = by,
je sustava m linedrnych rovnic s n nezndmymi x1, x2, . . ., Ty, $ koeficientami
aji a s pravou stranou
b1
ba
B = .
bim
Maticu
ail ai19 . A1n
a1 ao9 e a9y,
A= .
aml am2 Umn

nazgvame maticou sustavy (2.1) a maticu

ail a1 e Aln bl

asy ano e a2, bg
(A[B) =

Aml Om2  --- Gmn | bm

rozsirenou maticou ststavy (2.1).
Ak pravd strana B = 0, tak (2.1) sa nazgyva homogénna ststava linedrnych
rovnic, pricom 0 je nulovd matica typu m X 1.
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Zvisla ¢iara v rozsirenej matici sustavy (2.1) slazi len na vizudlne odde-
lenie pravej strany od koeficientov ststavy. Ststava linedrnych rovnic (2.1)
je svojou rozsirenou maticou sustavy jednoznac¢ne urcena.

Definicia 19 RieSenim sustavy linearnych rovnic (2.1) nazgvame kazdi n-
ticu 4= (q1,G2,---,qn) € R", pre ktord plati

annqr +ai2qe2 + -+ apg, = b1
a21q1 + ageq2 + -+ angn = b2

Am1q1 + am2q2 + - + GmnGn = by,
V rieseniach prikladov budeme mnoZinu vsetkych rieSeni sustavy (2.1)

oznacovat K.

Definicia 20 Dwve sustavy linedrnych rovnic S1, S nazgyvame ekvivalentné,
ak maja rovnaké mnoziny rieseni.

Priklad 25 Rozhodnite, ¢i su ekvivaletné siustavy linedrnych rovnic S1, So

a Sl, 83, ak

201 — 29 =0 Sy 3r1 —x2o+23=0 Sa - 291 —y2o =0

St : : .
Vo —2m =1 1+ T2 =1 Py —yp =1

Definicia 21 Linedrnou kombinaciou rovnic zo sustavy (2.1) s koeficien-

tami oy, Qa, . . .,y nazyvame linedrnu rovnicu
ar(anzy + aprz + - + aipts) +
+ Ozz(aglxl + agry + - + aznl‘n) +
d—————— +
"’am(aml:vl + amaxy + - + amnxn) =

=a1b1 + agbs + -+ + amby,.

Definicia 22 Elementdrnou itipravou stustav linearnych rovnic nazjvame
kazdu dpravu, pomocou ktorej z lubovolnej sustavy linedrnych rovnic S vznikne
sustava linedrnych rovnic S’ ekvivalentnd s S.

Veta 16 Nasledujice dpravy su ekvivalentnymi dpravami sustav linedrnych
rovnic.

1. Vzajomnd vymena dvoch rovnic sustavy.

2. Nahradenie rovnice sustavy jej nenulovym ndsobkom.

3. Nahradenie rovnice sistavy suctom tejto rovnice a lubovolného nd-
sobku inej rovnice sustavy.

4. Vynechanie rovnice, ktord je linedrnou kombindciou inych rovnic siu-
stavy.
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2.2.2 Gaussova elimina¢na metodda rieSenia sustav linearnych
rovnic

Tato metdda spociva v tprave danej sustavy linearnych rovnic pomocou
elementarnych dprav na ststavu s tiou ekvivaletnt, ktorej riesenie vieme
lahsie najst. Takou je ststava linedrnych rovnic, ktorej rozsirend matica je
stupniovita alebo este lepSie redukovand stupnovita. Kedze sistava lineér-
nych rovnic je jednoznacne urcena svojou rozsirenou maticou, je vyhodné
zapisovat sustavy pomocou nich. Uvedomme si eSte, Ze vykonat na ststave
(2.1) elementarnu upravu

vzdjomnd vymena j-tej a k-tej rovnice, resp.

nahradenie j-tej rovnice jej a ndsobkom, resp.

nahradenie j-tej rovnice suctom tejto rovnice a B-ndsobku k-tej rovnice,
resp.

vynechanie j-tej rovnice zo sustavy

a potom napisat rozsirenit maticu tejto novej ststavy je to isté, ako na
rozsirenej matici stastavy (2.1) vykonat

ERO R; :=: Ry, resp.

ERO R; := aR;, resp.

ERO R, := R; + Ry, resp.

Vynechanie j-teho riadku, ktory je linedrnou kombinaciou inych riad-
kov.pozor, to nie je ERO!). V podstate ide o vynechanie nulovych riadkov
v stupniovitom tvare matice. Toto ndm umoziuje ziskat stupnoviti alebo
redukovanii stupnoviti rozSirenii maticu sistavy ekvivaletnej so sistavou
(2.1) z jej rozsirenej matice pouzitim ERO. Pri tychto tpraviach budeme
pouzivat symboly ~, ~ aj v pripade, ked pouzijeme vyskrtnutie riadku.

Ak pri tprave rozsirenej matice vznikne riadok

(0,0,...,0|b), kde b#0
znamend to, ze v prislichajicej stistave je rovnica
0z;+0x0+---+0x,=0b
ktord nemé riesenie, a teda ani sistava (2.1) nem4 rieSenie.

Priklad 26 UkdzZeme, Ze sistava linedrnych rovnic

T1 — T9 + x4 = 1
3r1 — 3x0 + 223 + 64 = 5
201 — 2x9 + 223 + by = 1

nemd riesenie.

Riesenie 6 Pomocou ERO upravujme rozsirent maticu sustavy na stupro-
vity.

1 -1 0 11 1 -1 0 1] 1
3 -326(5| 9~ 0 023 2] ~
2 —2 2 5|1 )R ort\0 0 2 3|1 ) TR

R3:=R3—2R;
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1 -1 0 1| 1
o~ 0 02 3| 2
Re=Re=Ra \ g 0 0 0] -3

Z tvaru posledného riadku vyplyva, Ze sustava nemd rieSenie. [

Uvazujme teraz o situdcii, ked mame rozsireni maticu ststavy upraveni
na stuprnovitt maticu, ktora neobsahuje riadok (0,0,...,0 | b) s nenulovym
¢islom b. V tom pripade tato matica, po vyskrtnuti nulovych riadkov (tie st
linedrnou kombinaciou ostatnych), ma tvar

07 ceey 0, , ey d1k2, ey dlkw ey dlkn Ui
0, ..., 0, 0 vy daky | ooy dokes oy dag, | u2

0, ..., 0, 0 .., 0, S I T A e

V ramcekoch st vedice prvky riadkov. Je zrejmé, ze v takomto pripade
prvych k1 — 1 premennych st fiktivne a je ich mozné volit Tubovolne. Preto
budeme uvazovat o situacii, ked matica D je v tvare

, ey d1k2, ey dlkra ey dlkn (51
D= 0, ceey , ey d2l<:r7 ey d2kn (%)

0, ..oy 0, o lde | s ik |

Kedze veduce prvky riadkov sa postvaju aspoii o jedno miesto doprava
a v matici nemdze byt riadok (0,0,...,0 | b) s nenulovym ¢islom b, musi
platit
r<n, 1<ky<---<k.-<n
Napisme k matici D prislusnt ststavu linearnych rovnic, na ktorej urobime

eSte mala upravu: na lavej strane rovnic nechajme len nezname 1, z,, . . . , g,
Vetky zvys$né nezndme presunieme na pravu stranu.

.

duzy + digyxr, + -+ digxr, = ui— Y, dijx;
jem
dokyThy + 00+ dok R, = uz — ) dojmj
jeM (2.2)
e, T, = Up = 2 drj;
jeM

kde M = {2,...,n} \ {ka,..., kr}. Tato ststava je ekvivaletna so sustavou
(2.1) a navySe daju sa lahko najst vSetky jej rieSenia. Ak totiZ za neznidme
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xj pre j € M (tychto neznamych je n — r) dosadime konkrétne ¢isla, da sa
zo sustavy (2.2) vypodéitat zostavajtcich r nezndmych: z poslednej rovnice
mozeme vypocitat zy,. , tito hodnotu ked dosadime do predposlejnej rovnice,
vypocitame odtial =, ,, atd az z prvej rovnice vypocitame zy,. Je zrejmé,
ze ak n —r = 0 (ziadna z neznamych sa neda volit lubovolne), tak ststava
(2.2) mé jediné rieSenie, ak n —r > 0, tak sustava (2.2) méa nekonecne vela
rieseni.

Keby sme rozsirent maticu sastavy (2.2) upravili az na redukovani stup-
novita, tak vedace prvky jej riadkov by boli jednotky a vSetky prvky nad
nimi nuly, teda di1 = dog, = -+ = dpi, = 1, digy, = 0, digy = dopy =
0, ..., dig, =dog, =+ =dr_1k,. = 0. K tejto matici prislichajica stistava
linedrnych rovnic ma po preneseni nezndmych x; pre j € M na prava stranu
tvar

1 =u; — Y dy;x;j
JjEM
Ty =ug = Y dy;x; 5
jeM (2.3)
T, =Up— . dpjx;
JEM
kde nezndme xy,,k,,..., T, si uz priamo vyjadrené pomocou zvysnych
neznamych.
Na zaver mozeme napisat: Ak v upravenej rozsirenej matici sustavy (2.1)
na stupniovita maticu D sa nachadza riadok (0,0, ...,0 | b) s nenulovym ¢is-

lom b, tak ststava (2.1) nema rieSenie. Ak matica D tento riadok neobsahuje
a pre pocet 7 jej nenulovych riadkov plati

1<, b =m tak sustava (2.1) ma jedno rieSenie
- < n, tak ststava (2.1) mé nekonecne vela rieseni

Priklad 27 V R rieste siustavu linedrnych rovnic

3r1 + x9 —4x3 = 1
T, — 229 + T3 =
2{[}1 — T2 — 31’3 = 4

(K ={(1,-2,0)}].

Priklad 28 V R rieste sistavu linedrnych rovnic

r1 — X2 + x4 = 1
3r1 — 3x9 + 223 + 624 = 5
2r1 — 219 +3ry = 1

203 + 224 = 3
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[K={(2+¢t ¢t 5, -1); teR}].

Vyber neznamych, za ktoré mozeme volit lubolné hodnoty by nemal byt
byt nédhodny. Pri ndhodnom vybere by sa mohlo staf, Ze ststavu, ktora
pri vhodne zvolenych parametroch mé jednoznac¢né rieSenie, musime riesit
pomerne obtiaznym sposobom.

Priklad 29 Uvabujme o sustave linedrnych rovnic so §tyrmi nezndmymi
T1, Ta, T3, T4, ktorej rozsirenou maticou je stupriovitd matica

A— 122 1] 2

02 2 —-1|-1
’ . . v . 7’ AV L A P’ e / v L
md zrejme rieSenie a dve nezname mozZeme volit lubovolne. T7 ktori uZ maju
isté skisenosti z riesenia rovnic vidia, Ze za parametre je vhodné volit x3 a

x4. My ale za parametre zvolime x1 =t a x4 = s. Potom pomocou matice
A méZeme napisat sustavu

200 +2x3 = 2—t—s
209 +2x3 = —1+4s

Tdto sustava pre lubovolné hodnoty t a s nemd rieSenie, lebo ak od prvej
rovnice odcitame druhi, dostaneme rovnicu

Oxg+0x3=3—1t— 2s.

Tu by sa nikalo konstatovanie, Ze dand rovnica nemd rieSenie. Ale z tejto
rovnice je len zrejmé, Ze nemozeme s a t volit lubovolne. Lebo tieto parametre
st viazané€ vztahom 0 = 3 —t — 2s. Je zaujimavé, Ze aj za tyjchto okolnosti je
mozZné€ ndjst vsetky riesenia danej sustavy rovnic. Tito ulohu ponechdvame
ako cvicenie. [

Pri Gprave rozsirenej matice stustavy linedrnych rovnic na stupnovitu,
mozeme pouzit aj jednu ESO, a to vzajomnii vimenu dvoch stipcov. Nesmie
vSak byt medzi nimi prava strana stustavy. Tejto ESO odpoveda v sistave
rovnic len zmena poradia neznédmych. Jej pouzitie moze zjednodusit tpravu
matice na stupnovity tvar.

Priklad 30 Rieste v R homogénnu sustavu linedrnych rovnic

T2 + X3 —bx; = 0
221 + 322+ 3+ x4 — 45 = 0
221 + 229 + 24+ z5 = 0
3x1 + 49 + 223 + 224 — 5 = 0
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RieSenie 7 Posledny stlpec rozsirenej matice tejto siustavy je nulovy a po-
uzitim ktorejkolvek ERO sa mezmend, preto ho nebudeme pisat.

0110 -5
2 311 -4
22 01 1 |s—ss
3 4 2 2 —1 ) S2=54
T3 T4 T1 T I
1001 =5
112 3 —4 ~
2 2 3 4 -1
1001 =5
0122 1
0122 1 Rs—R,
0 2 32 9) Rs=Rs—2Ry
R4s:=R4s—Ro
10 0 1 -5
01 2 2 1
00 -1 -2 7 R3;7N—1R3
00 0 0 0/ Rx=Ra-Rs
100 1 -5
010 —2 15
001 2 -7
000 0 0

Vedice proky riadkov nie si v sturtom a piatom stlpci. V tyjchto stlpcoch
su koeficienty pri nezndmych xo a x5 (menili sme poradie nezndamych). Tieto
nezndme volime lubovolne: vo = t, x5 = s, pricom t,s € R. Z matice potom
dostaneme

r3 = = —t+5s
Ty = = 2t —15s
1 == —2t+7s

Riesenim sustavy je kazdd pitica K = (—2t+7s, t, —t+bs, 2t—15s, s), kdet,s €
R.OI

2.2.3 Cvicdenia

1. Rozhodnite, ¢i ststavy linedrnych rovnic S; a Sy st ekvivaletné, ak

201+ x9—3x3 = 2 S, - 21+ yo—3y3 =
r1—3T2—2x3 1 2 yitdye— ys = 1
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. 201+ x9—3x3 = 2 . 201+ x9—3x3 = 2
(b) Sl' 1'1—3%‘2—2.%3 =1 82. 3.%'1—2%2— r3 = 3

[nie] .

2. Rieste ststavu linearnych rovnic

(a)  3x1—2m2+3z3 = 3 ... (K ={(1, 3, 2)}].
—2x14+3x9—5x3 = -3
r1+T7r9—3x3 = 16
(b) —2z14+3z2+brs = 3 [nemad rieSenie] .
3r1+ xo—4x3 = 5
4x1+5x9—3x3 = 8
(¢) bri+2zxot+das+ x4 = 9
—2T1+ x9— T3— T4 = 5
—4x14+4x9 —2x4 = 18
Tr1+3r9+T7r34+224 = 12
3r1+2x04+223 = 10
[K={(% 38 +t, - -t 2t), teR}].
(d) 2x1—3z2+ z3— 24 = 3 ... [nemé rieSenie] .
—x1—2x9— x3+2x4 = -2
—x1—9r9—2x3+5r4 = 0
(e) 2x1—2x3—3w3+ x4— 45 = 11
3rx1—3xo+2x3—2x4+ x5 = =T
5r1—5ro—2x3+3x4—11l25 = 18
2x1—2x0+ x3 — 2x5 = 0
[K={(1+a+b,a, —2,3+2b,b), a,b € R}].
(f) 6x1—2x2+2x3+5x4+ 75 = 0
9x1—3xo+4x3+8x4+925 = 0
—3561-}- 1’2—6$3—51‘4+45€5 = 0
3r1— rotdxs+dry— x5 = 0

{K: {<a2§56,a, 7b;3C,b, c>, a,b,ceRH.

3. Rieste stustavy linedrnych rovnic v zavislosti od parametra a € R:

r — 6y 4+ 2z = —4a-2
(a) 3z + 3y + 42 = 3a—6
20 — 33y + 6z = —21a

() pre a # —2

21
{<—24—15t, t, 15+2t> ; tER} pre a = —2
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ar + y 4+ =z =1
b)) =z + ay + 2z =1
r + y 4+ az = 1

() pre a = —2

{1—t—s,t,s);tecR}prea=1

1 1 1 7& 91
r _
a+2 a+2 a+2 pre a ’

ary — 2x9 + T3 +2x4 = 2a+2
r1 + 2ax9 — T3 — x4 = -1
—a2x1 - 3 +(14+a)zs + x4 = 1
[ Aka = -3, tak K = 0) T

Ak a:%, takK:{(%, t, —3 %—I—t);tER}.

11 — 2a :
Ak a#3,—7 takK—{(t, 7’1 ~ 2a=T’ 2a+1+at
4a3+8a%—2a—1 + —2a%+a— 1t) ‘te R}

L 4a2—1 2a—1

4. Rieste stustavy linearnych rovnic v zavislosti od parametrov a,b € R:

2z4+ay—3z = 2
(a) a2+ y—2z =1
—z+by+ z = 3

l.L.aeR, b=—-1:K=1
2.a€R,b#—1:K:{<4a+b_11 4 4(a—2)>}

b+1 'b+1 b+1

arz+ y+ z = 1
(b) 6z—3y+bz = 2

l.a=-2,b=-3:
2.a=-2,b# -3 K

3.a#-2beR: K—{
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2.3 Linearne priestory

Definicia 23 Kartézskym stuéinom n neprdzdnych mnozin
My, My, ..., M,
nazyvame mnozini
My x My X -+ x M, ={Z = (z1,22,...,%n);x; € M;}.
Jej pruky nazgvame usporiadané n-tice (strucne n-tice). Ak
Mi=My=---=M,=M,
tak kartezsky sucin M x M x ... x M oznacujeme M™. Dve n-tice

T = ($1,l‘2,...,$n), y: (3/173%27---7%)

sa rovnaju

T=yY< T1=Y1,L2 =Y2,...,Lp = Yn.
Usporiadana n-ticu z = (x1,22,...,%,) redlnych ¢isel nazyvame tiez
vektorom. ¢isla x1, z, ..., x, nazyvame zlozky ) vektora T.

Na mnozine R" definujeme operaciu suctu dvoch n-tic, ktord budeme
oznacovat +, a sucinu redlneho ¢isla a n-tice.

Definicia 24 Pre kazdé T = (x1,z2,...,2,) € R", § = (y1,Y2,...,Yn) €

R"™ a € R definujeme

TH+y= (21,22, .. &) + (Y1,Y2, -y Yn) = (x1 + Y1, T2 + Y2, - - ., Tn, + Yn),
a-T=a«a-(r1,T2,...,2,) = (@1, T2, ..., 0Ly).

Definicia 25 MnoZinu R"™ s vyssie definovanymi operdciami suctu vektorov

a sucinu c¢isla a vektora nazyvame realny linedrny priestor.

Budeme pouzivat nasledujtice oznacenia a nazvy:
0=(0,0,...,0) — nulovy vektor (nulovd n-tica),
- (=1) - T — opacny vektor (opacnd n-tica) k vektoru (n-tici) z,

ST
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Podobne, ako pri sti¢ine realnych ¢isel namiesto a - b piSeme Casto ab, aj
tu budeme obvykle pisat «Z, namiesto « - T.

Definicia 26 Nech Z1,Z2,...,Tr € R", aj,a9,...,a € R. Vektor
T =aa1T1 +aolo + -+ apTy

sa nazyva linearna kombinacia vektorov %1, %a,...,%k. Cisla a1, ao, ..., qk
sa nazyvaju koeficienty linearnej kombinéacie tychto vektorov.

Priklad 31 Vektor

(2,-5,-1)=2(1,-1,1) + 0(1,2,1) — 3(0,1,1)
je linedrnou kombindciou trojic (vektorov) (1,—1,1), (1,2,1), (0,1,1). O
Definicia 27 Hovorime, Ze n-tice T1,Ta,...,Tr € R su linedrne zavislé,
ak existuju ¢isla aq,ao,...,ar € R, z ktorych asport jedno je rézne od nuly

tak, Ze plati
1T + T+ + T =0

Vektory x1,%2,...,%k, ktoré nie su linedrne zdvislé, sa nazyvaju linedrne
nezavislé.

Priklad 32 Ukdzte, Ze n-tice
(1,0,0,...,0,0),(0,1,0,...,0,0),...,(0,0,0,...,1,0),(0,0,0,...,0,1)
2z R™ s linedrne nezdvislé.
Priklad 33 Zistite, ¢i su trojice
(1,0,0),(0,1,1),(1,1,1)
linedrne zdvislé alebo nezdvisle.

Linearnu nezavislost n-tic, moézeme charakterizovat, podobne ako line-
arnu zavislost, pomocou linedrnej kombinacie n-tic. Staéi definiciu lindrnej
zévislosti negovat a dostaneme:

Hovorime, ze n-tice Z1,Z%2,...,Zr € R™ sa linedrne nezdvislé, ak pre
vSetky a1, a9, ...,ar € R z rovnosti

0T +opZo+ -+ apZp =0

vyplyva
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Veta 18 Nech pre n-tice T1,Zo,...,T plati aspori jedna z podmienok:
1. existuje j € {1,...,k} tak, Zez; =0
2. existuji r,s € {1,...,k}, r < s tak, Ze T, = Zs.
Potom n-tice T1,Ts,...,T su linedrne zdvislé.

Veta 19 Vektor 2 € R™ je linedrne zdvisly prdve vtedy, ked z = 0.

Veta 20 Vektory T1,ZTo,...,Tg pre k > 2 si linedrne zdvislé prdave vtedy,
ked jeden z mich je lindrnou kombindciou ostatnyjch.

Veta 21 Nech n-tice Ty, To, ..., T (k > 1) su linearne zdvislé a nech
Tha1s Tha2y -y T (M > k+1) st lubovolné n-tice. Potom n-tice 1, Ta, ...,
oy Tpy Thal, -+, Tm SU linedrne zdvislé.

Veta 22 Ak su n-tice T1, To, ..., Ty, linedrne nezdvislé, tak su linedrne
nezdavislé aj n-tice Ty, Ta, ..., T (kK < m).

2.4 Vlastnosti matic

2.4.1 Hodnost matice

Veta 23 Nech matica B vznikne z matice A jednou ERO resp. ESO. Po-
tom plati

1. ak su riadky matice A linedrne nezdvisle, tak siu linedrne nezdvislé aj
riadky matice B.

2. ak st riadky matice A linedrne zdvislé, tak su linedrne zdvislé aj riadky
matice B.

8. maximalny pocet linedrne nezdvislych riadkov v maticiach A, B je
rovnaky.

Veta 24 Nech matica B vznikne z matice A jednou ERO resp. ESO. Po-
tom plati:

1. ak su stlpce matice A linedrne nezdvislé, tak si linedrne nezdvislé aj
stlpce matice B.

2. ak st stlpce matice A linedrne zdvislé, tak s linedrne zdvislé aj stlpce
matice B.

3. Mazimdlny pocet linedrne nezdvislych stlpcov v maticiach A, B je
rovnaky.

Veta 25 Nenulové riadky stupriovitej matice st lindrne nezdvislé.

Veta 26 V kazZdej matici sa mazimalny pocet linedrne nezdvislych riadkov
rovnd mazimdlnemu poctu linedrne nezdvislych stlpcov.

Definicia 28 Hodnostou matice A nazjvame mazximdlny pocet linedrne ne-
zdvislych riadkov matice A a oznacujeme ju h(A).
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Definicia 29 Trasponovanou maticou k matici A = (aj); nazyvame ma-
ticu AT = (ak;)ms kde ay; = aji pre vietky j, k.

Priklad 34 Transponovanou maticou k matici

1 2 3 4
A= 5 6 8
9 0 -1 -2
je
1 5 9
2 6 0
T _
A= 3 7 -1 o
4 8 =2

Veta 27 Nech A, B si matice typu m X n, potom
1. h(A) < min{m, n},
2. ak A ~ B, tak h(A) = h(B),
3. h(AT) = h(A).

Priklad 35 Pomocou ERO maitic zistite, ¢i nasledujice vektory su linedrne

zavislé, alebo nezavislé: a) (1,2,0),(2,1.2),(4,0,1).
b) (2,0,3,4),(-3,1,2,1),(1,1,8,9).

Priklad 36 Urcéte hodnost matice

3 a 10 1
A= 2 -1 «a 3
5 10 30 -5

v zavislosti od parametra a € R.

Veta 28 (Frobeniova veta) Sustava linedrnych rovnic ma rieSenie prdve
vtedy, ked hodnost matice sustavy sa Tovnd hodnosti rozsirenej matice si-
stavy.

Veta 29 Nech h(A) = h(A|B) = r, kde A je matica sustavy (2.1) s n
nezndmymsi a B je jej pravd strana. Potom

ak r = n, sustava (2.1) md prdve jedno riesenie,

ak r < n, sustava (2.1) md nekonecne vela rieSent, pricom n — r pre-
mennych je mozné volit lubovolne.
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2.4.2 Cvicenia

1. Uréte hodnost matic:

(a) < _gz ;: B ) ................................... 2].
o (50,

)

—
o
SN—r
Otk W=
chvq;oow
l\D)—*“Cﬂ)JkCO
B~ W N = ot
o

81, 90, 67, 107

21, 15, 23, 11

(d) 30, 60, 21, 85 | [5].
99, 135, 65, 181

120, 150, 88, 192

2. Vzavislosti od parametrov a, b € R uréte hodnost matic:

2, 2, 2, —a
2, 2, —a, 2
(a) 29 —a, 2, 2
—a, 2, 2, 2
[1 pre a=-2,3 pre a=6,4 pre a€cR\{-2 6}.

a, b, 1, 0

b, a, —1, 0

(b) a+b, a+b, 0, 0

0, 0, 0, a+b

[1 pre a=—-b3 pre a# —bl.

2.4.3 Speciilne typy matic

Definicia 30 o Matica typu n X n sa nazyva Stvorcova matica stupria
n.

e Stvorcovd matica sa nazjva diagonalna, ak vsetky prvky mimo hlav-
nej diagondly sa rovnaju nule,

e Stvorcovd matica sa nazjva jednotkova, ak je diagondlna a vietky prvky na hlav-
nej diagondle su jednotky (oznacujeme ju I alebo I, ).
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e Stvorcovd matica A stupria n sa nazyjva reguldrna, ak h(A) = n.
o Stvorcovd matica A stupria n sa nazjva singuldrna, ak h(A) < n,

Veta 30 Matica A je requldrna prive vtedy, ked A ~ 1.

2.4.4 Operacie s maticami

Definicia 31 Nech A = (aj);', B = (bji)y st matice typu m X n. Stctom
matic A, B nazgvame maticu

— . L\
A+B= (a]k + bjk)n
Stcinom ¢isla « a matice A nazgvame maticu
aA = (aak),'

Priklad 37 Vypocitajte A — 3B, ak

5 —4, 3 (2, -4, 2
A‘(—2, 7, 0>’ B‘(z, 3, —1)'
Veta 31 Pre kaZdé matice A, B, C € R™*™ q o € R plati
1.A+B=B+A,
2A+(B+C)=(A+B)+C,

3. (A + B) = aA + oB,
4. (A+B)T = AT + BT,

Definicia 32 Sucin matic definujeme v dvoch krokoch.

Nech € RY*™ g B € R™! si také matice, 7e A = (ay,az,...,a,) riad-
kovy vektor a BT = (by,ba,...,b,) (B je stlpcovy vektor.) Potom sti¢inom
matic A a B (v tomto poradi) nazgvame jednoprvkovi maticu (éislo):

AB = (a1b1 +ashby + ... + anbn)

Je to tzv. skaldrny sucin n-tic (aq,az,...,an) a (by,ba, ..., by).

Suc¢inom matic A € R™*P, B € RP*™ (v tomto poradi) nazjvame maticu
C € R™*™ definovani takto: ak
Ay
A

A= , B=(B1,By,...,B,),

Ay,
kde A1, As, ..., A, su riadky matice A a B1,Bo,..., B, st stlpce matice
B, tak

A:B;, AB, ..., AB,
C = A2B17 A2B2a AR A2Bn
AmBla AmBZa (ERE AmBn

Siucin matic A, B budeme oznacovat AB.
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Priklad 38 Vypocitajte AB a BA, ak

2, 0 (1, -2, 3
“)A_<—1, 1>’ B_(o, 1, 2)’

2
b)A=(-3,2 1), B=| 2 |,
3

1, 0 (2, 2
C)A_<—1,2>’ B_<—2,2>'

Poznamka 2 1. Na predchddzajicom priklade sa dd lahko ukdzat, Ze nd-
sobenie matic nie je komutativne.

2. Ak A = (ajs);", B = (bsk)n, tak AB = (cjp)y', kde

p
Cjk = aj1b1g + ajobog + - - + ajpbpr = Z ajsbsi;

s=1

Veta 32 Nech A,B € R™" D € R"P, G € RP*IH € RP*™ o €
R. Potom

1. AL, =1,A=A,

2. (AD)G = A(DG),

3. (A+B)D=AD + BD,

4. H(A +B) = HA + HB,

5. a(AD) = («¢A)D = A(aD),

6. (AD)T = DTAT.

2.4.5 Cvicenia

1. Zistite, ktoré z matic

1, 0
A= ) 1 ’ B = (_17 O) 2)7 D= 17 O, 07 -1
0, 2, 0, 5
-1, 2
1
1, 2, 0
E_<1;> F=| .| G(Q, 0 3
4 0, 3, 5
1, 0, 3 ) 0 o
H={0 0 -11], J:(O’ _7), K:<C<i)rsla, sin «
0, 0, 0 ) sin «, cos &
1, 0, 0, 0 37 (1), ; 1, 0, 0, 1,
L = 07 17 27 0 bl M = 0’ 07 _2 y O = 0, 07 17 57
07 0; 0; ]. 0’ O, 0 0, 07 07 ,07
P=(20 -1, 3)
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st
(a) diagondlne ...l J, K pre a=kr keZ.
(b) dolné trojuholnikové ... [J, Kpre a =kr, k €Z].
(c¢) horné trojuholnikové .. H,J, Kprea=kr, ke€Z.

2. Pre matice A az P z predchadzajicej ulohy vypocitajte:

(0) BE 4T oo [( ;‘ B ﬂ

(b) 2A —3G ... [ nie je definované]
1, 0 ]
T BT T 0, 2
(c) DY, F* ol D' = 0 0 , F (1,0, 3, 4)
-1, 5 i
—7
(d) —2G —5HT ...
—1 —10 i
]'7 7 7 1
() AD .. ( 2, 2, 0, )
_]-7 47 07 i
(£) PE [11].
/2, 0, =1, 3]
0, 0, 0, O
(g) FP 6 0 -3 9 .
[\ 8 0, —4, 12 /]
9 [( cos2a, —sin2a
WK o (oo —sntm )
(i) GLDT ~15 )

2.4.6 Maticové rovnice

Operacia stcinu matic ndAm umoziiuje takyto zapis ststavy linearnych rovnic
(1):

1 b1

T2 be

aii, a12, ..., Q1n
azi, a2, ..., A2n

aml, Gm2, ..., amn Tn bm
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alebo
AX =B

kde A je matica stistavy, X je stipec neznamych a B je prava strana sistavy.
Je to maticova rovnica. MoZeme sa zaoberat aj vSeobecnejsim pripadom tejto
rovnice, ked matica B mé viac stlpcov ako jeden. Aby bol definovany §a¢in
AX a rovnal sa matici B, musia mat matice A, B rovnaky pocet riadkov
a matica X musi maf tolko riadkov ako ma matica A stlpcov. Nech A je
matica typu m x n, B je typu m x p,potom X je matica typu n x p. Nech

By pre k € {1, ..., p} st stlpce matice B a X}, st stipce matice X, &ize
B = (B, By, ..., By a X = (X, Xy, X, X,) Potom maticovi rovnicu
AX = B, Cize A(Xl, Xg, N Xp) = (Bl, BQ, ey Bp) (2.4)

moZeme pisat v tvare

AX; =B;, AXy=B,, ..., AX, =B, (2.5)

Kazda z
maticovych rovnic AXy = By je vlastne ststavou m lineadrnych rovnic o n
neznamych s maticou stistavy A a pravou stranou By. Maticova rovnica (2.4)
mé rieSenie prave vtedy, ked mé rieSenie kazda ststava lineadrnych rovnic v
(2.5), t.j. ked h(A) = h(A|By) pre k € {1, ..., p}. To nastane prave vtedy,
ked stlpce matice B st linedrnou kombinaciou stipcov matice A, ¢ize ked
h(A) = h(A|B). Pocet rieseni rovnice (2.4) zavisi od poctu rieSeni sustav
rovnic v (2.5). Mozeme vyslovit vetu:

Veta 33 Maticovd rovnica AX = B, kde A je matica typu m xn, B je typu
m X p md rieSenie prave vtedy, ked h(A) = h(A|B),

Ak r=h(A)=h(A|B) a

r =mn, rovnica (2.4) md prave jedno riesenie,

r < mn, rovnica (2.4) md nekonecne vela riesent.

RieSenie rovnice (2.4) dostaneme tak, Ze vyrieSime vSetky su-
stavy v (2.5). Kedze maju rovnaka maticu ststavy, mozeme ich
rieSit naraz tak, Ze vedla matice stistavy napiSeme pravia stranu
prvej sustavy, hned vedla pravi stranu druhej ststavy az po-
slednej ststavy, ¢im napiSeme maticu (A|B). T upravime na
stupniovitil maticu a z nej ur¢ime riesenia jednotlivych ststav zo

(2.5).
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Priklad 39 Rieste maticovi rovnicu AX = B, ak

2, 1, -3, 1 -3, 1
3, 2, 1, 1 1, 3
A=y 3 5 1| B=| 5 1
5 4, 9, 1 9, -—11

)

-7+ Tr —s, 5+Tu—wv
11-11r+s, -9—-1lu+v
T, U
S, v

, kde r,s,u,v € R.

Maticova rovnicu XA = B riesime tak, ze ju transponujeme,
tym ziskame rovnicu ATX” = BT, ktort uz vieme riesit.

Priklad 40 V mnozine redlnych cisel rieste rovnicu AXB = D, ak

1, -1
A= % 1 ., B=| -1, 1 |, D= 5~
-1, 1 L -1, 5

Riesenie 8 Pouzitim substitucie XB = E dostaneme rovnicu AE = D.
Najdime jej riesenie:

2, 1] 5 -1 2, 15, -1 2, 04, -4 1, 0|2, —2

-1, 1|-1, 5 0, 33,9 0, 1|1, 3 0, 11, 3 /)~
Rovnica md jedno riesenie, lebo h(A) = h(A|D) = 2 a pocet stlpcov matice
A je tiez 2. Tym rieSenim je zrejme

2, —2
E(L : )
Ostdva ndm vyriesit rovnicu
1, -1
X| -1, 1 :(? 32>.
1, 1 ’

Transponovanim dostaneme rovnicu

1, -1, 1 T 2, 1
<—1, 1, I)X_<—2, 3>'
Riesme ju

1, -1, 1|2 1 1, -1, 1]2, 1 1, -1, 0]2, -1
-1, 1, 1|-2, 3 0, 0, 2|0, 4 0, 0, 1[0, 2
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Hodnost oboch matic BT, (BT|ET) je 2, pocet stlpcov matice BT je 3, takze
jednu nezndmu v kazdom stlpci matice X© volime lubovolne.

24+t, —1+s
xXT = t, s
0, 2
a teda
2+t t 0
X_<—1+s, s 2>,kdet,sER
O

Na rieSenie inych typov maticovych rovnic mézeme pouzit zakladnti me-
tédu: urcit typ nezndmej matice, oznacit si jej prvky, vykonat pozadované
operéacie a porovnanim lavej a pravej strany dostaneme ststavu rovnic, ktoru
vyriesime.

Priklad 41 Rieste rovnicu < ;’ _11 >X— X( ;’ _11 > =0.

RieSenie 9 Aby boli definované uvedené siciny, musi byt matica X Stvor-
covd, stupna 2.

Nech X = < T1, T2

xr3, T4
1, -1 Tr1, X2 _ 1, I2 1, —1 o 0, 0
2, 1 I3, X4 T3, T4 2, 1 o 0, 0
r1—w3, Xp—x4 \ [ x1+2z2, —z1t+ax2\_ (0,0
2x1 + 3, 2w2 + 14 x3+2xy, —xz34+x4 ) \ 0, O

—2582 — I3, 1 — T4 o 0, 0
21 — 224, 2x9+x3 ) 0, 0

Porovnanim prvkov dostaneme homogénnu sustavu linedrnych rovnic

>. Dosadme a upravme

—21’2—£U3 ==0
r1 — T4 = =

21’1—21’4 = =
200 +x3 ==10

ktoru vyriesime

|
»

|
=
o

|
—

|
—

oM~ O
N OO
_ o o

|

[\
oo o
(=N =N e
S o+ O
oS O O

(e}
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Zvolme x3 = 2t, T4 = s, potom 11 = 8, T3 = —t.
L . . . .y . s
Riesenim maticovej rovnice je kazdd matica X = < 2t’
)

O

_St ), kdet,s € R.

2.4.7 Cvicenia

Rieste maticové rovnice:

1, 2, —3 (1, -3
1'(3, 2, —1>X_<11, 3)

5 —1, 3—s
X=\| —2+2t, -3+2s |;t,seR
i t, S
2, -3 I, 5
2. 1, =2 | X=1[|1, O | ... [nema riesenie] .
3 1 2, —4

e
P4
—
|

2, =3\ (-2, 3
4, 6 ) 0, 0
[X:(_1+2t’ t>;t,sER].
2s, s
1, 0

2, —1 ’ ([ —10, 9
1, o)X % -1 _< —5,4)

3—t, —4+t, t)
(370 T e,

)= %)

~
A/~

ot
7N
\
u1\3 }\D
|
—
N————
o
|
o
7N\
o=

2.4.8 Inverzna matica

Definicia 33 Inverznou maticou k Stvorcovej matici A nazjvame maticu
B, pre ktord plati AB = BA = 1. Inverzni maticu k matici A (pokial
existuje) oznacujeme AL

Matica A~! je zrejme Stvorcova, toho istého stupiia ako matica A.
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Veta 34 Nech A je matica typu m X p a B je matica typu p X n. Potom
h(AB) < min{h(A), h(B)}

Veta 35 K Stvorcovej matict A ezistuje inverznd matica prdve vtedy, ked
A je reguldrna matica.

Inverzna matica k reguldrnej matici A je rieSenim rovnice AX =
I. KedZe matica A je riadkovo ekvivalentné s jednotkovou ma-
ticou I, mozeme pri rieSeni uvedenej rovnice postupovat tak, Ze
maticu (A|I) pomocou ERO (ESO je nepripustnd) upravime na
(IB). Matica B je zrejme rieSenim rovnice AX = I, a teda

B=A""
-2, —6, -3
Priklad 42 Vypocitajte inverzni maticu k A = | -2, -7, —4
1, 2, 1
1, 0, 3
Al=1[ -2 1, -2
3, =2, 2

Veta 36 Nech A, B su reguldrne matice stupria n. Potom
1. (AB)"' =B 'A Y
2. (A7) = (A )T,

Inverzni maticu je mozné pouzit aj na rieSenie niektorych maticovych
rovnic.

Priklad 43 Rieste rovnicu AXB = D, ak

-2, —6, -3
A:(i’ ;),B: —2, -7, —4 ,D:(?’ _01’ _02>.
Y 1 2 1 Y )

) )

RieSenie 10 Matica A je reguldrna, lebo jej riadky si linedrne nezdvislé (v
opacnom pripade by jeden riadok bol nasobkom druhého), teda k nej existuje
inverznd matica. K matici B tieZ existuje inverznd matica (vypocitali sme
ju v predchddzajiicom priklade). Vyndsobme rovnicu maticou A~! 2z lavej
strany a maticou B! z pravej strany.

A7l AXB =D,
A'AXB = A7'D,
XB =A"'D,
XB=A"'D|B!,
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XBB ! =A"'DB!,
X =A"'DB L.

Vypocitajme A71:

1, 1/1, o\~ /1, 1|1, o\~ /2 0] 3 -1
1, 3]0, 1 0, 2|-1, 1 0, 2|-1, 1

2.4.9 Cvicenia

1. Vypocitajte inverznti maticu k matici:

0 (5 ) (5 0]

1, 2, -3 1, 2, 7Y\]
) o -1, =2 | 0, —1, —2
0, 0, 1 0, 0, 1/]
2, -1, 3 (2 5 -8 i
) | -2, 2, 2| . 3 2, 7, —10
-1, 1, 2 0, —1, 2 /]
1, 1, 0, 1 24, —12, 12, —12\]
() 0, 2 3 2| 1| —s6, 9, —9, 6
0, 0, 3, 4 12 8, —4, 8, -8
1, 0, 0, 4 —6, 3, —3, 6 /)

2. Pomocou inverznej matice rieste maticovi rovnicu:

2, 1\ [ 2 -3 1
(a)( 3, —1>X_<—1, 2, —1)
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5, 3, 4 P 1, 0
M) [ -6, -3, —5 X( . _1>— -2, 1
4, 2, 2 ) 0, —2

[ —4, —6

X = 3, 4

I 3, 5

2.5 Determinanty

Nech A je stvorcova matica stupria n, potom budeme pouzivat nasledujice
oznacenia:

Aj,  — matica, ktord vznikne z matice A vyskrtnutim j-teho riadku a
k-teho stlpca (n > 2),

Priklad 44 Nech

potom napr.

Definicia 34 Determinantom stvorcovej matice A = (a;i); nazyvame cislo, ktoré ozna-
cujeme det A a definujeme takto:

1. akn =1, det A = det(a11) = a1,

2. akn > 2,

det A = ay1det Aj1—aq2 det Ajo+aq3 det Aqg+-- -+(—1)1+”a1n det Ay, =

n
= Z(—l)”kalk det Air nazgvame aj rozvoj determinantu podla prvého riadku.
k=1

Determinant matice A = (aj;)y, ktord ma riadky Ry, Ra, ...,R;, a
stlpce 81,89, ..., S, budeme tiez oznacovat symbolmi
ail a2 ..., Gip gl
a1 G2 ..., Q2qn 2
|A|, ’ , N |S1,S2, ..., S,
anl Aan2 , Odnn R,

Priklad 45

a1l a2
a1  G22

= a1 det A11 —ai2 det Aqo = ar1a22 — ar2a91,




2.5. DETERMINANTY 53

a11 a2 a3
G21 Q22 a3 | = ail
a3z1 az2 ass

a1 Q22
azy as2

a1 a23
azy ass

a22 Q23

+ a3
az2 ass

= a11(ag2a33 — az2a23) — a12(ag1a33 — asiazy) + aiz(aziase — asjage) =

= a110a22a33 + a12a31023 + A13a21a32 — (@11a32023 + a12a21a33 + a13a31022).0

Na vypocet determinantu matice tretieho stupria moézeme pouzit Saru-
sovo pravidlo. Postup spoéiva v zostrojeni schémy, ktora pozostava z deter-
minantu a opisanych prvych dvoch riadkov, ktoré sit umiestnené pod deter-
minantom. Potom spocitame sic¢iny prvkov na hlavnej uhlopriecke a dvoch
rovnobeznych uhloprieckach a od tohoto st¢tu odpocitame sicéin prvkov na
vedlajSej uhlopriecke a s fiou rovnobeznych dvoch uhloprieckach. Podobni
schému ziskame, ked napiSeme prvé dva stipce za determinat. Sarusovo
pravidlo neplati pre determinaty vyssich stupnov.

Priklad 46 PouZitim Sarusovho pravidla vypocitajme determinant:

1 0 3
3 2 5
11 2
RieSenie 11 Mdme
1 0 3 1 0 3
\ /
3 2 5 3 2 5
\ AN / /
1 1 2 — 1 1 2 =
N AN / /
1 0 3 1 0 3
N /
3 2 5 3 2 5

=1-2-243-1-3+5-0-1—-(1-2-3+1-5-143-0-2)=2.0
Veta 37 Nech A = (aji)y, n > 2, potom
det A = ay1 det A11—ao1 det Agi+ag det Agq+-- ~—|—(—1)”+1an1 det A,1 =

n
= Z(—l)jﬂaﬂ det Aj; — rozvoj determinantu podla prvého stipca.
j=1

Priklad 47 Vypocitajme determinant

1 111
0 3 21
0 -1 2 1
2 5 2 2
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RieSenie 12 V prvom stlpci je vela nil, preto na vipocet pouZijeme rozvoj
podla prvého stlpca.

(1)3;} 321 11 1 11 1 11 1
0 1 2 1|=¥ 2 1|-0) -1 2 1403 2 1|2 3 21
5 5 9 9 5 2 2 5 2 2 5 2 2 -1 2 1
3 2 1 111

= -1 2 1]-2| 3 2 1|=12-24+10—(10+6—4)—2(24+6—1—(—2+2+3)) =
5 2 2 -1 21

=20-12—2(7—3) = 0.0
Veta 38 Pre kaZdu stvorcovi maticu A

det AT = det A.

Transponovanim matice sa z jej riadkov stant stipce. Preto, na zaklade
predchadzajicej vety, ak determinant matice zavisi uréitym spoésobom od
jej riadkov, rovnako zavisi aj od jej stlpcov. Z tohto dévodu budeme vlast-
nosti determinantov formulovat aj dokazovat len pre riadky. Pre stipce si
ich dokézete sformulovat sami.

Veta 39 Nech A = (a;r)p, n > 2, potom pre kazdé j € {1,...,n}

det A = (—1)j+1aj1 det Aj1+(—1)j+2aj2 det Ajg—l—' . -+(—1)j+”ajn det Ajn =
n .
= Z(—1)3+kajk det A, - rozvoj determinantu podla j-teho riadku.
k=1

Priklad 48 Vypocitajte

N = =
Qo o
== N
N DN = =

Veta 40 Ak niektory riadok Stvorcovej matice A je nulovy, tak det A = 0.

Veta 41 Nech matica B vznikne zo stvorcovej matice A vzdjomnou zdme-
nou dvoch riadkov, potom det B = —det A.

Veta 42 Ak Stvorcovd matica A md dva riadky rovnaké, tak det A = 0.
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Veta 43 Nech matica B vznikne zo Stvorcovej matice A vyndsobenim jej
j-teho riadku cislom «. Potom det B = adet A, ciZe

R, Ry
Rj_l Rj_l
O[Rj =« Rj
Rj Rj1
R, R,
Veta 44
Ry Ry Ry
Rj_: R; Rj1
/ " _ / "
Rji1 Rji1 Rj1
R, R, R,
Veta 45 Nech matica B vznikne zo stvorcovej matice
Ry
A= :
R,

nahradenim riadku R; riadkom aRj + Ry, kde o, [ si lubovolné cisla,
J,ke{l,....,n}, j # k. Potom

det B = « det A.
Priklad 49 Vypodcitajme

2 -1 3 1
4 -3 4 2
3 5 -1 2
6 10 1 3

Riesenie 13 Pomocou ERO a ESO wvytvorime v niektorom riadku alebo
stlpci o najviac niil a potom determinant rozvinieme podla neho:

2, -1, 3, 1| pezpeim 2 -1 3, 1 L o,

4, —3, 4, 2 R3::21::{3—3R1 1 0, —1, —2, 0 _ 12 13 11

3, 5 -1, 2 210, 13, —-11, 1 1o 3

6, 10, 1, 3 0, 0, 3, -1 ’ ’
-1, =2, 0

S2=52H38s | 13 g 1 :—‘ -Lo-2 ‘:—(8+26):—34.D

0, 0, -1
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Veta 46 Ak su riadky Stvorcovej matice A linedrne zdvislé, tak det A = 0.
Veta 47 Matica A je requldrna prdve vtedy, ked det A # 0.

Priklad 50 Zistime, ¢ si pitice (1,1,1,1,1), (1,2,3,4,5), (1,4,9,16,25), (1,8,27,64,125),
(1,16,81,256,625) linedrne zdvislé alebo nezavislé.

Veta 48 Nech A, B su stvorcove matice stupna n a nech D je requldrna
matica, potom

1) det AB =det A det B

2) det D™! = (det D)~}

Veta 49 Nech A = (ajy) je stvorcovd matica stuprian a nechr,s € {1, 2, ..., n},

potom
n

yrtk [ det A, akr=s
kz_l( 1) askdetArk—{ 07 akr;és

Veta 50 Nech A = (aj;)? je reguldrna matica, A~ = (cjp)? je k nej

inverznd matica, potom pre kazdé j, k € {1, ..., n}
- det Ag;
e = (~1) =5,
det A

Priklad 51 Vypocitajme A~ (pokial existuje), ak

-2 -6 -3
A = -2 -7 =2
1 2 1
RiesSenie 14
-2 -6 -3 -2 -6 -1 9 7
det A=| -2 -7 -2|=|-2 -7 0 :—’ 1’ 9 ’:—(—4—1-7):—37&0.
1 2 1 1 2 0 ’

Matica A je requldrna, preto k nej inverznd matica existuje.

-7 =2 -2 =2 -2 =7
detAH:‘ 9 1 ‘:—3,detA12:‘ 1 1 ‘:O,detAlgz‘ 1 9 ‘_3,

-6 -3 -2 -3 -2 —6
detAgl—‘ 9 1 ‘—O,detAQQ—‘ 1 1 I—l,detAgg—’ 1 9 ‘—2,
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det A31 = ‘

Afl

1

—6
—7

T det A

-3 -2 -3
_9 ‘:—9, det A32:' _9 _9 ’:—2, det A33:‘
det A11, —det A12, det A13 r —3, 0,
—det Agy, det Ao, —det Ags = — 0, 1,
det A31, —det A32, det A33 —9, 2,
3, 0, 9 L, 0, 3
1 2
07 _17 -2 = 07 —3 73
-3, 2, -2 —1. 2 _2
’ 37 3

57

-2
-2

Veta 51 (Cramerovo pravidlo) Nech A je reguldrna matica stupria n, B je
matica typu n X 1. Potom sustava linedrnych rovnic AX = B ma jediné
riesenie:

det A

(det Aj, det Ag,

...,det Ay)

kde A; je matica, ktord vznikne z matice A nahradenim j-teho stlpca pravou
stranou B sustavy.

Priklad 52 Riesme sustavu linedrnych rovnic s parametrom 3 € R

Br ++ y ++ 2z ==1
r ++8y ++ 2z ==¢
r +4+ y ++pz ==p?

Riesenie 15 V pripadoch, kedy je matica sustavy requldrna, vyriesime si-
stavu Cramerovym pravidlom, v ostatnych pripadoch Gaussovou eliminac-
nou metodou.

D=

=

—_ D

1
1
g

=3 —-338+2.

Pre raciondlne korene L rovnice B —33+2 =0 plati = € {+1,+2}.
q

q

Hornerovou schémou zistime, Ze 1 je dvojndsobnym a -2 jednoduchym ko-
reriom. Potom D = 33 —33+2 = (8—1)%(8+2).
1. Nech B #1,-2.

Dy

1
g
g

[

g
g
1

==~

= PB4 -1 = — P45+ 01 = —(-1)*(5+1)

B*—28+1=(B-1)
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D3 =

— = X

1
B|=p =20 +1=(F -1 =(B-1)*(B+1)’
g

Riesenim sustavy je trojica

Cx D21h>:< g+1 1 (ﬁ+nj

e N

[\

D’ D’ D CB+2 B+2 B2
2. Nech § = 1.
1, 1, 1|1 1, 1, 1|1
1, 1, 1|1 |~ 0, 0, 0|0
1, 1, 11 0, 0, 0|0
Riesenim su vSetky trojice (1 —s —t, s, t), kde s,t € R.
3. Nech = —2.
-2 1 1 1 1 1 -2| 4 11 -2\|4
1 -2 1 |-2]~10 3 —-3/9 |~103 -39
1 1 -2 4 0 -3 3 |-6 00 0|3
V tomto pripade sistava nemd riesenie.
2.5.1 Cvicenia
1. Vypocditajte:
3, —2
(a) 45| [—7].
3, =2, 3
(b) 4, =B, 0 | [—25].
~1, 0, 2

2. Vyrieste rovnicu (z € R)

3. Napiste rozvoj podla 2. stipca:

(a)

= s e
00 Ut N
© o w
|
[\
o
© o
+
ot
- =
© w
|
o
NN
o w
| I
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_27 35

_17

2,

0,
_2’
_1’

4,

0,

3,

6,

3,

0,
_2’
-1

4,
21 3,
3,
4. Vypoditajte:

. [~51a + 84b — 7T5¢ — 3d] .

.. [-10].

S O O M AN

© < -
—

0 s S
—

o0

7

—

S S B A —~ < I~ -

Seh N~ S ™M A 0O 1 —

AN—AH S S

NSNS

- [243%7] .

MmN MmN ™ -
NN NS N
F N RN N
H NG NN
el o e A

DN MmN

5. Pomocou determinantov vypocitajte, pre aké hodnoty parametrov a, b €

R je matica A regularna:

Ja#b,b#2].
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, 1, 1, —a
1, 1, —a, 1

(b) A = U D e [a # -1, 3]
—a, 1, 1, 1
a, 0, 0, 0, 0, b
0, a, 0, 0, b, 0
0, 0, a, b, 0, 0

@ A=| 0 0 b w00 | e [a # +b]
0, b, 0, 0, a, 0
b, 0, 0, 0, 0, a

6. Pomocou determinantov vypocitajte inverzni maticu k matici:

(a) cosa, —sina cosa, sina
sin «, cosaw ) Tt —sina, cosa ’
2, —2, -3 1 5, —4, 7

(b) 5, 1, =21 11 —11, 11, -11
3, 2, 1 7, —10, 12

7. Rieste sustavu linedrnych rovnic (pouzite Cramerove pravidlo, pokial
je to mozné):

3z—4y+5z= 1
(a) 2z—3y+ z=—1 [(—59, =37, 6)] .
3x—by— z= 2
ar+ y+z=4
(b)  z+ by+z=3 ; a,beR
x+2by+2=4

r 1
a¢17b¢0:{ (1—2b,1—a,4b—2ab—1)}

a—l,b—iz{(Z—t,Zt);tER}
ac€R,b=0 :0
azl,b;zré1 0




