URCITY INTEGRAL

—o<a<b<oo

Definicia. Mnozina D = {zg,z1,...,2p}, a =20 < 21 < -+ < Tp_1 < T, = b,

sa nazyva delenie intervalu {(a,b). Ak oznacime Ax; = x; —x;—1, i =1,...,n, tak

v(D) = max Az; sa nazgva norma delenia D. Ak D, je delenim intervalu {(a,b)
i=1,2,....,n

a D CD,, tak hovorime, Ze D, je zjemnenim delenia D.

Definicia. Nech D = {zg,x1,...,2,} je delenim intervalu {(a,b) a nech
f:{a,b) = R je ohraniéend funkcia. Cislo
(a) S(f,D) = Zmzsz, m; = inf  f(z), i=1,2,...,n,

~T€<$1 1amz>

sa nazyva dolny mtegmlny sucet funkcie f pre delenie D.

(b) S(f,D) = ZMAmZ, M;= sup f(x), i1=1,2,...,n,
i=1 TE(Ti—1,T5)

sa nazyva horny integrdalny sucet funkcie f pre delenie D.

Poznamka.
1. Pre dve Tubovolné delenia Dy, Dy intervalu {(a,b) plati: S(f, D1) < S(f, D2).
2. Ak D5 je zjemnenim delenia D; tak plati:

ﬁ(fv Dl) < §(f7D2)’ S(f7 D2) < S(f7 Dl)'

Definicia (Urc¢ity integral). Ohranicend funkcia f: (a,b) — R sa nazjva (rie-
mannovsky) integrovatelnd ak existuje jediné cislo I také, Ze pre kazdé delenie D
intervalu (a,b) plati:

S(f,D) <I<5(f,D).
Cislo I nazjvame urcity integrdl funkcie f na {a,b) a oznacujeme I = f; f(x) dx.
Pozndmka. Ak funkcia f je integrovatelnd, tak I = s111)p S(f,D) = i%f S(f, D).
Pozndamka. Urcity integral nezavisi od integracnej premennej, t.j.
I= [ flx)dx= [ ft)dt= [’ f(u)du=....

Veta (Postaéujica podmienka integrovatelnosti). Nech f: (a,b) — R je
ohranicend funkcia a nech je spojitd s vynimkou konecného poctu bodov. Potom f
je(riemannovsky) integrovatelnd funkcia.

Vlastnosti urcitého integralu.

Definicia. Nech f:{a, b) — R je (riemannovsky) mtegrovatel’nd funkcia. Potom
fb x) dr = f flx f f(x) de=

Veta (Linearita integralu). Nech f,g: {a,b) — R su (riemannovsky) integrova-
telné funkcie a nech o, f € R. Potom a.f +fg: (a,b) — R je integrovatelnd funkcia

a plati
/ab (af(x)+ Bf(x)) dz= a/abf(x) d$+5/abg(:c) i
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Veta. Nech f: <a b) — R je (riemannovsky) integrovatelnd funkcia. Potom
(a) Ve e ( f f(z)de= [7 f(z)dz+ fcb f(z) dz. (Aditivita integrdlu.)
(b) Ak Vac S <a,b). fla ) >0, tak [ f(x) dz> 0.

(c) |f| je integrovatelnd funkcia a plati | fab f(x) da| < f; |f(x)| da.

Veta. Nech f,g: (a,b) — R su integrovatelné funkcie a nech
Vz € {(a,b): f(z) < g(x). Potom f; f(z)dz < fabg(:c) dx
Veta (o stredneJ hodnote) Nech f: (a,b) — R je spojitd funkcia. Potom

de e ( f f(z)dz= f(c)(b—a).
Cislo f(c) nazyvame strednou hodnotou funkcie f na intervale {(a,b).
Veta (Hlavna veta integrélneho poctu) Nech f: (a,b) — R je spojitd funkcia.
Potom funkcia F': {(a,b) — R, F(x f f(t) dt, je primitivnou funkciou k funkcii
f-
Dokaz. Nech xg,x € {a,b), xg # .
1. Nech zg < x, funkcia f je spojitd, teda je spojitd aj na intervale (g, z), spliia
predpoklady vety o strednej hodnote, dc, € (zg,x): f;o f(t)dt = flcz)(x — xp).
Potom

o)~ F(eo) _ J2f@)dt— [ f(yde _ [7 7(0) di

T — Xo xr — X T — o
tim O =FE0) _ iy i) = flao) = Flaot) = F(zo)
ac—mé" T — o T—=To

2. Nech x < xq, funkcia f je spojitd, teda je spojitd aj na intervale (x,xg),

Jep € (z,20): [1° f(t) dt= f(ca)(mo — ).
/%fﬁ) /’f ~len) (w0 —2) = flen)(x — w0) =

1MHﬂQ—£L—=IMJ@w—f@w=$F@mJ=ﬂ%)

T—xy T — o T—To

Vzg € (a,b): F'(x9) = f(xo) (v krajnych bodoch F'(a+), F'(b—)), t.j. F je prim-
itivnou funkciou k funkcii f.

Veta (Newtonov-Leibnizov vzorec). Nech f: (a,b) — R je spojita funkcia a
F: {(a,b) — R je jej primitivna funkcia. Potom plati:

| @ do=(F@), = Fo) - Fla),

Doékaz. Funkcia G: {(a,b) — R, G(x ) ff( dt, je primitivnou funkciou k

)
funkcii f, G f f(t)ydt =0, G(b fa f(t) dt. Nech F je lubovolnd prim-
itivna funkcza k funkcii f. Potom dc € R F=G+c

b
/f@ﬁh=&®—Gwﬁ4ﬂw—d—wa—d=F@—Fw)



Metoda per partes pre urcity integral.

Veta. Nech f,g: (a,b) — R su spojite diferencovatelné funkcie. Potom plati:
b , b
| 7@ o=@l - [ 5w @) .

Substituéna metoda pre urdity integral.

Veta (1.). Nech J je interval, p: {(a,b) — J je spojite diferencovatelnd funkcia,
f:J — R je spojitd funkcia a F: J — R je primitivna funkcia k funkcii f. Potom

plati:
©(b)

/ f (@) ¢ (@) de‘:/( | f(u) du= F(p(b)) = F(p(a)) -

Veta (I1.). Nech I je interval, p: I — (a,b) je spojite diferencovatelnd bijekcia a
f: {(a,b) — R je spojitd funkcia. Nech G: I — R je primitivna funkcia k funkcii
(fow)-¢'. Potom plati:

b v (b)
[ s@a= [ s ew)dm i a6 o) -6 @),

Urdcity integral parnej a neparnej funkcie na symetrickom intervale.
Veta. Nech f je integrovatelnd funkcia na symetrickom intervale (—a,a).

(a) Ak f je nepdrna funkcia, tak ffa f(x)dx=0.

(b) Ak f je pdrna funkcia, tak [° f(z)dz=2 [, f(z) dz.
Urcdity integral periodickej funkcie.

Veta. Nech f je periodickd funkcia s periodou T a nech je integrovatelnd funkcia
na intervale {(a,b). Potom

b b+kT
/ f(z) de:/ f(x) dz, ke Z.

+ET

APLIKACIE URCITEHO INTEGRALU

Obsah rovinného geometrického utvaru.
Nech f,g: (a,b) — R st integrovatelné funkcie a nech Vz € (a,b): f(z) < g(x).
Mnozina

M={(z,y) e R>:a<z<b, f(z) <y<g()}

sa nazyva elementarnou oblastou typu zy. Obsah mnoziny

b
S(M) = / l9(2) — f(2)] dx.



