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1. Dané su cisla z; = 3 (cos% +7Lsin%), 29 =3 (cos% + i sin 6) az3 =2 (cos% + 7 sin 4).
Vypocitajte

2129 21 Z3 21
() =~ (b) o1 (c) 2 (d) 2 (€) 27 +23+z3.
RieSenie:
9
(a) Z;—? =3 <cos%+isin%>
1 1
(b) % = 5 (cos0 +isin0) = 3
2 4 4
(c) z—g =5 (cos0+isin0) = 37
(d) Z—% _x <cosZ —i—z’sinE) =63
23 4 2 2/ 4

(e) 22 + 23 + 22 = 27 (cos T + isinm) + 27 (cosg—l—ising) +4(cosg+z'sing> =

= =27+ 271+ 41 = =27+ 31s
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2. Najdite vsetky hodnoty parametra a € R, pre ktoré sa nedd pomocou Cramerovho
pravidla riesit ststava rovnic

z — ay + 2 = 1
z 4+ 2y + z = -2
2t + y + az = 2

Riedenie: stustava linedrnych rovnic sa pomocou Cramerovho pravidla da riesit prave vtedy, ked
determinant matice ststavy je nenulovy. Preto sa ststava linearnych rovnic nebude daf riesit
Cramerovym pravidlom prave vtedy, ked determinant matice ststavy bude rovny nule. Cize

S|

1
2 1|l=2a+1-2a—4—-14+a*>=a*>—-4=0
1 a

o — =

Rovnica a®> — 4 = 0 m4 dve rieSenia: a € {+2}. Vsetky hodnoty parametra a € R, pre ktoré sa
neda pomocou Cramerovho pravidla rieSif dand stustava rovnic, st a = —2 a a = 2.
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3. Najdite vSetky hodnoty parametrov a,b € R, pre ktoré funkcia

f a(l—xzcosl%) , pre x <0,
f([l?):< 2 ,pI‘GLL':O,
sin 3z ez >0
Y r Y

| v(VBzro-3) "

je spojita v bode x = 0.

Riesenie: na to aby funkcia f(z) bola v bode = = 0 spojit4, musia sa limity zlava a zprava v bode
0 rovnat jej funk¢nej hodnote v bode 0. Najskor si vypocitame spomenuté limity zlava

1
lim a(l—:c%os—) =a

z—0~ 1'2

a Zprava

sin 3x . sin 3x (\/3:17 +9+ 3)

I _
20 b (V32 +9—3) ao0tb(V3z +9—3) (V32 19+ 3)
sin3z (V32 +9+3) 6

= li —
ehor 3z b b

Funkéna hodnota v bode 0 je f(0) = 2. Musi preto platit a = 2 a byt splnend rovnica % = 2, Cize

b = 3. Dana funkcia je spojita v bode x = 0 jedine pre hodnoty parametrov a =2 a b = 3.
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4. Rozhodnite, ¢i konverguje alebo diverguje rad a svoje tvrdenie zdévodnite.

2. n?-1 =, [arctg3n n - 1
W Y o> (ZE) L @Y e
n=1

n=1 n=1

Riesenie:

it .t _ _
(a) Vypocitame si Jim a, = lim 5

KedZze lim a, = 1 # 0, nie je splnend nutnd podmienka konvergencie, a preto dany rad
n— o0

diverguje.

(b) Pouzijeme Cauchyho ,odmocninové“ kritérium.

arctg3n\? 72
lim /a, = lim (—g) =— <1

n—oo n—o0 4 64

Podla Cauchyho konvergencéného kritéria dany rad konverguje.

(c) Pouzijeme D’Alembertovo ,podielové* kritérium.

0 3-2"+1 345 1
lim 2 = lm 20 T = lim T=5<1
n—oo (A n—oo 3 - 27+l 4 ] n—>006—|—2—n 2

Podla D’Alembertovho konvergen¢ného kritéria dany rad konverguje.
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5. VysSetrite priebeh funkcie f(z) = T2 VySetrenie priebehu funkcie zahfa
(a) defini¢ny obor, (e) intervaly konvexnosti / konkavnosti,
(b) nulové body, (f) inflexné body,
(c) intervaly monoténnosti, (g) asymptoty,
(d) lokalne extrémy, (h) néacrt grafu funkcie.

Riesenie:
(a) V menovateli nesmie byt nula, a preto je definiény obor danej funkcie D(f) =R\ {£1}.

(b) Zlomok m4 nulovii hodnotu prave vtedy, ak je jeho ¢itatel nula. TakZe dané funkcia nemé
nulové body.

(c) Na urcenie intervalov monoténnosti potrebujeme prva deriviciu funkcie. Dant funkciu mo-
eme derivovat bud ako zlomok, alebo ako zlozent funkciu f(z) = (1 — 22) .

2

f(x):(l_—$2)2

Nulovy bod 1. derivacie (staciondrny bod) je jedine x; = 0, takZe intervaly monoténnosti
danej funkcie st

> funkcia klesa na intervaloch: (—oo, —1), (—1,0),

> funkcia rastie na intervaloch: (0,1), (1,00).

(d) Z intervalov monoténnosti vidno, Ze funkcia ma v bode [z1,y1] = [0, 1] lokalne minimum.

(e) Na urcenie intervalov konvexnosti / konkavnosti potrebujeme urc¢it druht deriviciu danej

funkcie. )
() 2(1—22)" +822(1—2?) 2(1—2?) +82%  622+2
€Tr) = = =
(1—a?)" (1—a?)’ (1 —a?)’
Vidime, Ze Citatel zlomku 2. derivacie je vzdy kladny, ale menovat meni znamienka na inter-
valoch (—o0,—1), (—1,1), (1,00). TakZe intervaly konvexnosti / konkévnosti sii

> funkcia je konkavna na intervaloch: (—oo, —1), (1, 00),

> funkcia konvexnd na intervale: (—1,1).

(f) Inflexné body dand funkcia nemd, pretoze body {41} nepatria do jej definiéného oboru.
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(g) Asymptoty st bez smernice a so smernicou. Na asymptoty bez smernice potrebujeme zistit,
¢i dand funkcia v bodoch {£1} ,uleti“ do +o0. Na to pocitame jednostranné limity v tychto

bodoch.

li 1 li 1

im =—00 a im = 00

a——1-1— 22 z——1+ 1 — 22
. 1 ) 1

lim =00 a lim = —00

z—1- 1 — 22 z—1+ 1 — 22
Z uvedenych limit vidime, Ze dana funkcia mé asymptoty bez smernice x = —1 a z = 1.

Na asymptoty so smernicou musime zistit, ako sa graf funkcie sprava, ked + — £o00. Z toho
urc¢ime hodnoty k a ¢ (ak existuji) pre asypmptoty y = kx + q.

k:lim@:kzlim 1 =0

rx—too X r—o+oo  — 3

Vo vypocte k v skutoc¢nosti ide o dve limity z — —oo a * — co. V nasom pripade je ale
vysledok oboch tychto limit rovnaky, a preto sme to spojili do jedného zapisu. Rovnako to
spravime aj pri vypocte q.
1
¢g= lim (f(x)—kz)= lim =0

r—+o0 x—+oo 1 — ,172

Z uvedenych limit vidime, ze dana funkcia mé obojstrannii asymptotu so smernicou y = 0.

(h) Na zaklade faktov zistenych v predoslych bodoch uz vieme nacértnaf graf danej funkcie f(x).
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1 ) .. . .
1 (1)> Potom pre kazdu stvorcovii maticu B s dvomi riadkami a dvomi

stipcami plati A -B =B - A. Je uvedené tvrdenie pravdivé? Svoju odpoved zdévodnite!

6. Nech A = (

Riesenie: uvedené tvrdenie nie je pravdivé. Staci si ako kontrapriklad vziat maticu

B:((l) });
(64D - G ED-6)

Samozrejme existuje eSte nekonecne vela inych matic B, ktoré sa daju pouzif ako kontrapriklad
uvedeného tvrdenia.
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7. Nech z = cos ¢ + isin . Potom pre kazdé ¢ € R plati

Z =cosp — isiny = cos(—p) — isinp = cos(—¢p) + isin(—y).

Je uvedené tvrdenie pravdivé? Svoju odpoved zddvodnite!

Riesenie: je vSeobecne zname, ze funkcia sin x je neparna a funkcia cos x je parna. To znamena, ze
pre vSetky ¢ € R plati

sin(—p) = —sin(yp)

cos(—p) = cos(p)
Dalej vieme, 7e ak mame komplexné &islo, ktorého goniometricky tvar je z = a (cos ¢ + isin @),
tak s nim zdruzené komplexné ¢islo bude mat goniometricky tvar zZ = a (cos(—p) + isin(—¢)).

V zadani prikladu mame komplexné &islo, ktorého absoltitna hodnota (dizka) je 1 (a = 1), t.j.
jeho goniometricky tvar je z = cos ¢ + isin ¢. Z uvedenych faktov potom vyplyva, ze

Z = cos(—¢) +isin(—p) = cos(—¢) —isinp = cosp —isinp.

Preto tvrdenie zo zadania prikladu je pravdivé.
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8. Nech f,g : R — R st dve redlne funkcie také, ze lim f(x) = oo, lim g(z) = —o0
T— 00 T—00

a lim (f(z) + g(z)) = 1. Je to mozné? Ak 4no, uvedte priklad, ak nie, zdévodnite!
T—00

Riesenie: je to mozné, pretoze limita typu ,00 — 00 sa moze, v zavislosti od funkcii f, g, rovnat
3 2

x4

x?+1

¢omukolvek. Ak si napriklad zvolime f(z) = a g(r) = —x, tak plati

i /() = tim 0 lim (s) = Jim () =
Jlim f) = Jim S5 =00 o lim g(o) = Jim () = —oc

a zaroven

T—00 z—oo \ 2+ 1 z—oo T2 4+ 1 -

3+ 22 ?—x
lim (f(z) + g(z)) = lim < il —x) = lim =1

Existuje aj nekonecne vela inych funkcii f a g, na ktorych sa to da ilustrovat. Napriklad f(z) = 14+
ag(r) = —u.
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9. Dané je postupnost {a,}22 ,, pricom pre kazdé n > 1 je a,11 = 3ay,.

Mbze byt lim a, = 07 Svoju odpoved zdovodnite!

n—oo

Riedenie: MbZe. Ak polozime a; = 0, tak pre Vn > 1 : a, = 3" !a; = 0, a preto lim a, = 0.
n—oo

Preto sa uvedena limita moze rovnat nule, ale jedine pre nulovi (vSetky jej ¢leny sa rovnaju nule)
postupnost.



