
Nekonečné č́iselné rady

Definícia.

Nech {an}∞n=1 je postupnosť reálnych čísel. Výraz a1 + a2 + · · ·+ an + · · · =
∞
∑

n=1

an

sa nazýva nekonečný číselný rad. Číslo sn = a1 + a2 + · · · + an =
n
∑

k=1

ak nazýva

n-tý čiastočný súčet radu. Postupnosť {sn}∞n=1 sa nazýva postupnosť čiastočných
súčtov radu.

Definícia. Nekonečný číselný rad
∞
∑

n=1

an sa nazýva konvergentný, ak je konver-

gentná postupnosť čiastočných súčtov radu {sn}∞n=1. Číslo s = lim
n→∞

sn sa nazýva

súčet radu. Ak je postupnosť čiastočných súčtov divergentná, tak rad sa nazýva
divergentný.

Geometrický rad
∞
∑

n=1

aqn−1
(

∞
∑

n=0

aqn
)

Veta. Nech a ∈ R \ {0}, q ∈ R. Geometrický rad je konvergentný práve vtedy, keď

|q| < 1. Súčet radu je s = a

1− q
.

Dôkaz. Nech q 6= ±1, 0, a ∈ R.

∀n ∈ N : sn = a+ aq + aq2 + · · ·+ aqn−1 = a
1− qn

1− q
=⇒

lim
n→∞

sn = lim
n→∞

a
1− qn

1− q
=















(sgn a)∞ q > 1
a

1− q
|q| < 1

∄ q < −1
.

Ak q = 1, tak sn = na =⇒ lim
n→∞

sn = lim
n→∞

na = (sgn a)∞.

Ak q = −1, tak s2n = 0, s2n−1 = a =⇒ ∄ lim
n→∞

sn.

Vlastná limita postupnosti čiastočných súčtov radu existuje ⇐⇒ |q| < 1
=⇒ nekonečný číselný rad je konvergentný práve vtedy, keď |q| < 1.

Veta. Nech
∞
∑

n=1

an,
∞
∑

n=1

bn sú konvergentné rady a nech c ∈ R. Potom aj rady

∞
∑

n=1

(an + bn),
∞
∑

n=1

can sú konvergentné a platí:

∞
∑

n=1

(an + bn) =

∞
∑

n=1

an +

∞
∑

n=1

bn

∞
∑

n=1

can = c

∞
∑

n=1

an.

Veta. Nech k ∈ N . Rady
∞
∑

n=1

an,
∞
∑

n=k+1

an buď súčasne konvergujú alebo divergujú.

Ak s =
∞
∑

n=k+1

an, tak
∞
∑

n=1

an = a1 + a2 + · · ·+ ak + s.
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Veta (Nutná podmienka konvergencie).

Ak rad
∞
∑

n=1

an je konvergentný, tak lim
n→∞

an = 0.

Dôkaz. Nech
∞
∑

n=1

an je konvergentný rad =⇒ lim
n→∞

sn = s ∈ R, an = sn − sn−1

=⇒ lim
n→∞

an = lim
n→∞

(sn − sn−1) = lim
n→∞

sn − lim
n→∞

sn−1 = s− s = 0.

Rady s nezápornými členmi

Ak ∀n ∈ N : an ≥ 0, tak postupnosť {sn}∞n=1 čiastočných súčtov radu
∞
∑

n=1

an je

neklesajúca, t.j. ∃ lim
n→∞

sn ∈ R+0 ∪ {∞}.

Veta (Porovnávacie kritérium). Nech ∀n ∈ N : 0 ≤ an ≤ bn. Potom platí:

(a) Ak
∞
∑

n=1

bn je konvergentný rad, tak
∞
∑

n=1

an je konvergentný rad.

(
∞
∑

n=1

bn sa nazýva majorantný rad k radu
∞
∑

n=1

an).

(b) Ak
∞
∑

n=1

an je divergentný rad, tak
∞
∑

n=1

bn je divergentný rad.

Dôkaz. (a) Nech
∞
∑

n=1

bn je konvergentný rad a nech {rn}∞n=1 je postupnosť čias-
točných súčtov radu. Postupnosť je neklesajúca a lim

n→∞

rn = r ∈ R ⇒ ∀n ∈
N : rn ≤ r.

Nech {sn}∞n=1 je postupnosť čiastočných súčtov radu
∞
∑

n=1

an. Postupnosť je nekle-

sajúca, ∀n ∈ N : an ≤ bn ⇒ sn ≤ rn ≤ r, t.j. zhora ohraničená ⇒ ∃ lim
n→∞

sn =

s ∈ R ⇒ rad
∞
∑

n=1

an je konvergentný.

Poznámka. Rad
∞
∑

n=1

1

nα
je konvergentný, ak α > 1, divergentný, ak α ≤ 1. Rad

∞
∑

n=1

1

n
sa nazýva harmonický rad.

Veta (D’Alembertovo limitné kritérium). Nech
∞
∑

n=1

an je rad s kladnými

členmi, nech ∃ lim
n→∞

an+1

an
= r (r ∈ R+0 ∪ {∞}). Potom platí:

(a) Ak 0 ≤ r < 1, tak je rad konvergentný.
(b) Ak r > 1, tak je rad divergentný.

Veta (Cauchyho limitné kritérium). Nech
∞
∑

n=1

an je rad s nezápornými členmi,

nech ∃ lim
n→∞

n

√
an = r (r ∈ R+0 ∪ {∞}). Potom platí:

(a) Ak 0 ≤ r < 1, tak je rad konvergentný.
(b) Ak r > 1, tak je rad divergentný.
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Absolútna a relat́ivna konvergencia

Definícia. Nekonečný číselný rad
∞
∑

n=1

an sa nazýva absolútne konvergentný, ak

∞
∑

n=1

|an| je konvergentný rad.

Veta. Každý absolútne konvergentný rad je konvergentný.

Veta (Leibnizovo kritérium pre rady so striedavými znamienkami).
Nech {an}∞n=1 je nerastúca postupnosť nezáporných čísel a nech lim

n→∞

an = 0. Po-

tom
∞
∑

n=1

(−1)nan je konvergentný rad.

Definícia. Ak rad
∞
∑

n=1

an je konvergentný a rad
∞
∑

n=1

|an| je divergentný, tak hovo-

ríme, že
∞
∑

n=1

an je relatívne konvergentný rad.


