FUNKCIE (D(f), Fh gof)
1. Uréte definiény obor funkcii.
fi(z)=In(Vz—2—V4—2)
fa(z) = V/2cosz — /3
f3(xz) = arccos (;’_if)
x
fa(z) = ﬁ
fs(x) = ﬁ + In(4z — 2?)
fo(x) = /arcsin(zx — 3)
2
fr(z) = T+l
AUV EEP

In(2 — x)

folo) ==

2. Urcte definicny obor funkcie a zistite, ¢i je f parna
alebo neparna.

i 4
a)f(x):ﬁ b)f(x)zm
c) f(x) = arctg (ﬁ) d) f(z) = \/11;3;2

e) f(x) = arccos (3 — |z|)
3. Urcte D(f) a ndjdite inverzni funkciu k funkcii f.
a) f(z) =7+ arcsin (2z + 1)
b) f(z) = ln(@ + 1)
4. Dané su funkcie f a g. Urcte defini¢né obory a obory

hodno6t funkcii f a g¢g. N&jdite také zizenie funkcie f,
aby existovala zlozend funkcia g o f|4 a urcte ju.

W f@) =222 )= Vi
T
b) f(x):m’ g(z) =In(z —2).
¢) f)=22 -2 -1, g(z)= arccosz.
Vysledky
L. D(f1) = (3,4), D(f2) = LEJ (=% +2km, § + 2km), D(fs) =
(=00, %)» D(fs) = (o0 \[) (—ﬂ,—l)u(l, \/i)u(\/izoo)’
D(fs) = (0,2)u(2,3), D(fs) = (3,4), D(f7) = (—00,-2)U(2,00),
D(fs) = (—00,0)U(0,2).
2.a) D(f) = (—2,2), nepdrna, 2.b) D(f) = (—o0,—2) U (2,00),
parna. 2.c) D(f) = (—1,1), nepédrna, 2.d) D(f) = (0,4) U (4, c0),

nie je pdrna ani neparna, 2.e) D(f) = (—4,—2) U (2,4) péarna.

3.a) D(f) = (~1,0), f~Yx) = %(7 sinz — 1),

3.b) D(f) = (0,00), f~(z) =e*" — 1.

4a) A= (~o0,~4), (g0 fla)@) = /1 - (222)7,

4.b) A=(=2,-1), (go fla)(@) =In (S272),

4.¢) A=(-1,00U(1,2), (go fla)(z) = arccos (z? —z —1).

LIMITY FUNKCII

1. Uréte defini¢ny obor funkcie, yypocitajte jednostranné
limity funkcie v bode a, rozhodnite, ¢ existuje limita
funkcie v bode a.

a) f(z) = zr1 4T -1
b) f(z) = In(z?), a =0
) fr) = . @

d) f(z) = arctg (ﬁ) ,a=3
2. Vypocitajte limity v krajnych bodoch definicného
oboru a nacrtnite graf funkcie.

) fa) =
b) f0)= 5
) 10 = =

3. Vypocitajte limity funkcii.
42 b) lim Vr+4—2

a) $1_1>H_12 x2+4x—2 250 sin bx
N2

c) lim Sinsz d) lim &=
z—m TTT z—m 827

4. Vypo(:itajte nevlastné limity funkcii.

a) hm = %2 b) :rliIPOC _t22_~?2;1_~_3

© Jm SEEF o d) Jim S0

e) lim V’f}:;ﬂ f) lim 7@?—1“7

g) lim (z—+z—3)

h) lim (Vz+4-z)

Vysledky
la) D(f) = R\{=1}, lim f(z)=oo, lm f(z)=—oco, 3,
1b) D(f) =R\ {0}, lim f(z)= lim f(z)=—o0, 3,
le) D(f) = R\ {0}, lirg+f(w)=oo, lim_f(z) = —oc, 3,
1d) D(f) = R\ {3}, lm f(z)=3, Egnég f@)=-3%.
2a) limy— oo f(z) =1/2, limy—oo f(z) =1/2,

lim .r—»O*f( )—Ovlimz—>0* f(x):l,
2b) lim,_ ;+ f(z) =00, lim,_ - f(z) =
lim, , o+ f(z) =00, lim,_, 4 f(x) =—o0,
limgz—oo f(z) =0, limg—— o f(x) =0,

—00,

2¢) lim,_ ;- f(z) =0, limg—_o f(= ) =0, lim,_ o f(z) = oo,
lim,_, o+ f(z) = —o0, 3a) —1/3, 3b) 20, ) -3,3d) 0,
4a) —oo, 4b) 0, 4c) 0, 4d) 0, 4e) oo, 4f) , 4g) oo, 4h) 0.

SPOJITOST FUNKCIIL

Vz2-1

1. VySetrite spojitost funkcie f(z) = { z—1 vzl .
6 =1,
sin z sin % z <0
2. Zistite, ¢i je funkcia  f(z) =4 0 z=0
COS3 2;COSI T > 0.

spojita v bode a = 0.
3. Urcte parameter p tak, aby funkcia f: (=%,%) — R,



x#0

P =0
4. Urcte definicny obor a najdite maximéalne spojité
22 —2x -3
3 +1

bola spojita v bode 0.

roz8irenie funkcie f(x) =

Vysledky
1. f je spojitd na R\ {1}, 2. f nie je spojitd v bode 0, 3. p = %,

4. f:R—R, f(a) = %25

DERIVACIE FUNKCII

1. Zistite D(f), mnozinu bodov, v ktorych je f spojitd
a mnozinu bodov, v ktorych 3 derivacia f. Vypocitajte
f/
Vzlnzx
2 —3x

23
sinx — cosx

a)
b)

©)
d)

f(z) =
fla) =
f(z) =
f(z) =
0) () =

) f(z)=+Va%+22-35

sinx
(332 — 2x) e“Inx
(x +1)e®

—

g) f(z) = arctg V22 +4

h) f(z) = rcotgﬁ

. _ In(z?+1)

i) fz) = T

) f(&) = €% + In(ln(2z + 1))

9 1) = =06 0 (g )
2. Nech f: R — R, f(z) = { warctgy <0

In(1+ z) x>0

Zistite, ¢i je funkcia f

a) spojitd v bode z =0,

b) diferencovatelna v bode = = 0.
3. Néjdite derivéiciu funkcie f(z)
graf f a f’.
4. Najdite rovnicu dotycnice a normaly ku grafu funkcie
v bode (a, f(a)).

=In|1 — z| a nacrtnite

a) f(x)zﬁ—&—l, a=3.
b) f(z) = e *cos2x, a=0.
c) f(x) =’ In(1—-2), a=0.
Vysledky
la) D(f) = D(f) = (0,00), f'(z) = 3% 7
1b) D(f) = D(f') = R\ {0}, f'(x) = z 2,
lc) D(f) = D(f') = R\{km k€ Z}, f'(= )— Smgz ;
1d) D(f) = D(f') = (0,00), f'(z) = e* [(z* —2)Inz +z — 2],
le) D(f) = D(f) = R\ {0}, f'(= >:”2+” :
1f) D(f) = (=00, =7) U(5,00), D(f’) = (=00, =T)U(5,00)f'(z) =

x+1

V242235
lg) D(f)=D(f') =R, f'(z) = m:
1) D(f) = D(") = (0.00), f'(2) = 57 -
1) D(f) = D(f') = (0,00), f'(x) = /% — D)
1j) D(f) = D(f") = (0,00),
f'(xz) = —sinze®s® + m7
1k) D(f) = D(f') = R,
fl(z) = el - (1+ 322 — 32%) — 3 (27 + 3)In? (22 + 3z + 4).

2. f je spojitd v bode 0, nie je difertencovatelnd v 0.

3. D(f) = D(f') = R\ {1}, f'(z) = ;1.
da) t:y—2=—(z—3), n:y—2=(z—3),
b)t:ry—1l=—z, nty—1l=uz,¢c)t:y=—x, n:y==x.

PRIEBEH FUNKCIE

1. Vysetrite monoténnost a ndjdite lokdlne extrémy
funkcie.

a) f(x) = —18x +9
b) @) = s
) (x) (:v +1)

d) f(z) = lnx

2. Najdite asymptoty funkcie.
a) f(z) =x — arctgzx

23
b = =
) f@) = s
c) f(z) = (z+3)e™™
In(1—x)
d = —"
) Sy =5
3. Pouzitim L’Hospitalovho pravidla vypocitajte limity.
541 24z—-3
a) lim x4 + b) lim rAros
r——12%—1 T—00 e’
2 1
c¢) lim zsind d) lim T ,COS z
T—00 r—0 SInx
¢) lim x +cosx £ 1 ln(l'—i— sin z)
T—00 T — COSZT z—0  sindx
ret —x cosz +sindz — 1
lim —— h) li
g b In(1 — 22?) ) 200 €% _cosa
In(2x +1 —xze*
, n(2z + 1) ) lim x — xe

00 In(z2 +1) z—0e® —x —1
4. Vypocitajte limity

a) th (x +1)e* b) lim /zlnz

z—0t
. 1

c) zlg& (cotgz — 1)
5. VysSetrite priebeh funkcie a nacrtnite jej graf (D(f),
nulové body, spojitost, parnost, nepdrnost, periodi¢nost,
asymptoty, intervaly monoténnosti, konvexnosti a kon-
kavnosti, lokdlne extrémy, inflexné body, graf obor hod-
not)

2
d) lim (cosz)*®"*
r—0

a) f(x) =a% -3z

c)f(x)—x—l—k% °




1 e’

©) f@) = 1= ) fe) = =

12

Vysledky
la) na (—oo,—3) a (0,3) klesajica, na (—3,0), (3,00) rastica,
ostré l.min. f(—=3) = f(3) = =72, ol.max. f(0) = 9; b) Na
(—o0,—-1), (—1,2), (2,00) klesajica, lokdlne extrémy nem. c) na
(—00,0) kles., na (0,00) rast., f(0) =e o.l.min., d) na (0,1),(1,e)
kles., na (e,00) rast., f(e) = e olmin, 2a) y =2 — Fv oo, y =
x4+ 5v —o00,2b) y=x+1v £oo, z =2, x =—1,2c) y=0v oo,
2d) y=0v —oco, z=1,3a) —2,b) 0,¢) 1,d)0, e) 1 (nie je mozné
pouzil’Hospitalovo pravidlo!), 3f) 1,3g) —1, 3h) 2,3i) 1, 3j) 2.

1

4a) 0, 4b) 0, 4¢) 0, 4d) e 2. 5a) D(f) = R, nepéarna, na (—oo, —1)
a (1,00) rastuca, na (—1,1), klesajica, o.l.min f(1) = —2, o.l.max.
f(—=1) = 2; na (—o0,0) r. konkdvna, na (0,00) r. konvexnd, i. b.
x = 0, asymptoty nem; 5b) D(f) = (0,00), na (0,e) rastica, na
(e, 00), klesajuca, o.l.max. f(e) = %; na (0, \/e>3> r. konkdvna, na
<@, o) r. konvexnd, i. b. z = V3, asymptoty z = 0, y = 0;
5¢) D(f) = R\{—1}, na (—o0,—2) a (0,00) rastica, na (—2,—1)
a (—1,0) klesajica, o.lmin f(0) = 0, olmax. f(—2) = —4; na
(=00, —1) r. konkdvna, na (—1, 00) r. konvexn4, i. b. nem4, asymp-
toty x = —1, y = ¢ — 1; 5d) D(f) = R, nepdrna, na (—oo, —1)
a (1,00) klesajica, na (—1,1), rastica, olmin f(—-1) = 7%,
olmax. f(1) = %; na (—oo,—v3) a (0,v3) r. konkdvna, na
(—=V3,0) a (v/3,00) 1. konvexnd, i. b. * = +v/3,z = 0, asymp-
tota y = 0; 5e¢) D(f) = R\ {-1,1}, pérna, na (—oo,—1) a
(—=1,0) klesajica, na (0,1) a (1,00) rastica, o.l.min f(0) = 1,
na (—oo,—1) a (1,00) r. konkdvna, na (—1,1) r. konvexnd, i.
b. nem, asymptoty y = 0, = = +1; 5f) D(f) = R\ {-1}, na
(—o0,—1) a (—1,0) klesajica, na (0, 00) rastica, o.l.min f(0) =1,
na (—oo, —1) r. konkdvna, na (—1,00) r. konvexn, i. b. nem, asymp-
toty £ = —1,y = 0 v —oo; 5g) D(f) = R, na (—oo0,—1) a
(1,00) rastica, na (—1,1) klesajica, o.l.min f(1) =1- 3, o.l.max
1) =
vexnd, i. b. ¢ = 0, asymptoty y =z —7 v oo, y =z + 7 Vv
—o0; 5h) D(f) = R, na (—oo, —1) rastica, na (—1,00) klesajica,
olmax f(—1) = e,na (—o0,0) r. konkdvna, na (0, co) r. konvexnd,
i. b. £ =0, asymptoty y =0 v oo.

-1+ 5, na (—o00,0) r. konkdvna, na (0,00) r. kon-

POSTUPNOSTI

1. Vypocitajte limity postupnosti

n—1 2n
b) L
) 'nl—>néo (2n+1>

(\/n2+3n—n).

. 1-3"
a) TL1—>H;O on+1 ’

. 2n +3\"
lim ,

d) lim

n—oo

c) li

2. Zistite, ¢i je postupnost konvergentna alebo diver-
gentna, ak

{1+3+5+~~+(2n1)}°°
nvn? +1

n=1

3. Zistite, ¢i je postupnost {cosng}zozl ohranicena.
N4jdite aspon dve konvergentné podpostupnosti.

Vysledky
la) —oo, b) 0, ¢) €2, d) %, 2. konvergentnd postupnos, 3.
{1332, n =4k, {0}22,, n=2k+1.

NEKONECNE CISELNE RADY

1. N4jdite postupnost ¢iastoénych stuctov radu, vysetrite
konvergenciu radu.

a)i<i_nil) b)inZQ—l

n= n=2

2. Vysetrite konvergenciu radu a ndjdite sicet radu (ak
existuje).

a) Z (3n+)1 b) Z on—1

n=0 n=1

o

1-2" 27 4 (—3)™
C> Z 2n d) Z n
2 3
n=1 n=0
- 1
2 nz::l Bn-2)Bn+1)
3. Pomocou porovnavacieho kritéria vysetrite konvergen-
ciu radov.
= 1 = 1
— b
2) = n2" ) ;n2+n

= 1 - 1

C —_— d t —
P )3t ()
= 1 = n
e —_— f o T ——
) ; Von—1 ) ; n? +2n + 2

4. Pomocou D’Alembertovho limitného kritéria vySetrite
konvergenciu radov.

= nl > 4m

Y 2 et b2 G
= (2n +1)3" > 5™l

¢) n; (n—1)! 9 ; n

5. Pomocou Cauchyho limitného kritéria vySetrite kon-

vergenciu radov.
00 2n
n+ 2
b
3 (5 5s)

S

n=1 n=0
o n(n+1) o n?
n—1 1 /n+1
d -

03 (559) S5 ()

< (n?—3\" NS (B 1)
e > n? ) m—1

n=2 n=1

6. Vysetrite konvergenciu radu so striedavymi znamien-
kami. Rozhodnite, ¢i je rad absolitne alebo relativne kon-
vergentny.

n=2 n=1
o0 o0
(=n" (=1)"*
d
C>Zn+2 )Z2n271
n=0 n=1
Vysledky
l.a) {1— %_H o 1 » konvergentny, b) % - % - %_‘_1}%0:2, konver-

gentny. 2.a) konvergentny, s = L b) divergentny, c) konvergentny,

50



s = —% , d) konvergentny, s e) konvergentny, s = = ,. 3.a)—d)

¢) konver-

_ 39

=10
konvergentny, e), f) divergentny. 4. a) divergentny, b),
gentny, d) divergentny. 5.a)-c) konvergentny, d) divergentny, e)
konvergentny, ) divergentny. 6.a) absolitne konvergentny, b) di-

vergentny, c) relativne konvergentny, d) absolitne konvergentny.

MOCNINOVE RADY

1. N§jdite obor konvergencie a sucet radu.

S b > ek
n=0 n=0
o0 n X 1\n+1
9 et > Sl
n=0 n=1

2. Najdite obor konvergencie mocninovych radov.

1 nopy 5o (52" n
a) nZ:O W(m +1)" b) 7;) 5o (x —2)
9> w5y ’;7

n=0
e)iwar?)" £) i 3+ (= nerl)”

3. Néjdite obor konvergencie mocninovych radov.

o x4n o ((E + 3)2n+1
8) Z 9mn? b) Z n+1
n=1 n=0
4. Najdite Taylorov rad funkcie f v bode a.
a) f(z) =€ a=-1 b) f(z) = cos’x, a =0
1
= i = = a=1
¢) f(x) =sin2z, a=n d) f(x) e R

Vysledky
) O = (2 4)’ S(.’E) = 1—z zv b) O = ( 3, 1) ({E) 1 C)
Ok = (77 77)’ S(Z) 214217 d) O = (7 ) S(Z) = z+2a

2.a) O = (=3,1), b) O = (0,4), ¢) O = R, d) O 1},

={-
< 3773)73'84) Ok—<7 37\f>v )

Oy = (
oo
2"
4.a) 221 = Z (z+1)", Vz € R,
e-n!
n=0
el n22n 1
4.b) cos 1‘—1+Z z2", Vz € R,
n=1
o 1 n22n+1
4.c) sin2zx = Z ()7'@ —m)2ntl e e R,
= (2n+1)!
! — (="
4.d) pronr’ _ngo g (8= 1" Vo € (=1,3).



