1. KOMPLEXNE CfSLA
Najprv pripomenieme niektoré zname vlastnosti redlnych ¢isel.

Veta 1. Nech a,b,c € R potom plati:
(i) a+ b= b+ a (komutativnost scitania)
(ii) a+ (b+¢) = (a + b) + ¢ (asociativny zdkon)
(iii) a+0=a
(iv) a+(=a) =0
(v) ab=ba (komutativnost ndsobenia)
(vi) a(be) = (ab)c (asociativny zdkon)
(vii)
)
)

(viii
(ix

l-a=a
Ak a # 0, takflleRaplatza =1
a(b+ ¢) = ab + ac (distributivny zakon)

Vieme, Ze neexistuje z € R, pre ktoré by 22 = —1. Tento ,nedostatok” redlnych ¢&isel odstranili mate-
matici tak, Ze si také ¢islo vymysleli. Vola sa imagindrna jednotka a oznacovat ho budeme pismenom i (v
elektrotechnickych aplikédcidch je zauzivané aj oznacenie j).

Definicia 2. Nech z,y € R. Vyraz tvaru iy sa nazyva imagindrne ¢islo, vyraz tvaru x + iy sa nazyva kom-
plexné éislo (algebraicky tvar komplexného é&fsla). Mnozinu vietkych komplexnych éfsel budeme oznacovat
C.

V mnozine vietkych komplexnych &fsel st operdcie séitania a nasobenia uréené vztahom i2 = —1 a
vlastnostami (i)—(ix). Teda ak a,b,ay, by, asz,bs € R, tak

a+ib=0 <= a=b=0
(a1 +ib1) 4 (a2 +ib2) = (a1 + az) + i(by + b2)
(a1 + ib1)(ag + ib2) = (araz — b1ba) + i(a1bz + brasg)
—(a+ib) = (—a) +i(-b)
(a+ib)(a—ib)=a> +b>*€ER

1 1 a-—1b a —-b
k b #£ 0 tak = — ;
ak a+ib#0 ta a+ib  a+iba—1b a2+b2+la2+b2

Predchddzajtice vztahy sa Tahko overia priamym vypoctom, napr.:

(a1 + ibl)(az + ibz) = al(ag + ’ibg) + ibl(ag + ibz) = aias + tarbs + ibias + ’i2blbg =
(a1a2 — blbz) + i(a1b2 + blaz)

Ukézali sme, ze s¢itanim, nasobenim a delenim dvoch komplexnych ¢isel dostaneme znova komplexné ¢islo

(t.j. vyraz tvaru x + iy, kde z,y € R a tieto operédcie sme definovali tak, ze aj komplexné ¢isla Spiflajfl
vlastnosti (i)—(ix) redlnych ¢isel.

Definicia 3. Nech z,y € R, z = x+iy € C. Potom sa x nazyva redlna ¢asta y imagindrna éast komplexného
¢isla z, oznacujeme: © = Rez, y = Im 2, ¢islo Z = = — iy sa nazyva ¢islo komplexne zdruZené s ¢islom z.

Priamym vypoétom sa dé overit, ze plati

Veta 4. Nech z, 21,25 € C. Potom plati
() 3=,
(i) z1 + 22 =21 + 22,

(ili) Z122 = Z1 %2,

(iv) Rez=1(247%), Imz = 5-(2 — 2).

Priklad. Vypocitajte (t.j. napiSte v tvare z + iy, € R,y € R) ¢isla

a) i% b) % c) @
d) i (2—-i)* £) (1 — )6
) 2§ e) i ) ( i)



RieSenie. a) Vsimnime si, 7e i> = —1, i3 = —i, i* = 1, potom dostaneme %3 = 543 = (§4)5;% = 15(—i) =
—i,
b)l=izt=3t=—y
c) 3 = 1(243i) = —i(2+ 3i) = —2i — 3i? =3 — 24,
144 _ 144244 _ (I+6)(2+44) _ 24042444 _ 1 | 3
d) o5 =hen = T = TR = i
) (2=9)? _ 4-—4i+i® _ (3—40)(1—4d) _ 3-3i—4i+4> _ 1 _ 7
) T T Tie T ama—y 2 =—32 713
£) (1—49)°=((1-14)%)3=(1-2i+i%)3 = (-2i)3 = (-2)3> = —8(—1i) = 8i.

Geometricka interpretacia komplexnych &isel.

Komplexné &islo je uréené usporiadanou dvojicou redlnych éisel. Teda k z € C' mdzeme priradit dvojicu
redlnych ¢isel (x = Rez,y = Imz) a tej zasa bod v rovine. Je tym tiez urCeny vektor v rovine, ktorého
pociatoény bod je (0,0) a koncovy bod je (x,y).

Komplexné ¢islo z = = + iy stotoznime s tymto vektorom. Pritom aj obvyklé s¢itanie vektorov v rovine
zodpovedd séitaniu komplexnych ¢isel. Pouzivame pravouhlé stradnice v rovine, ale na zdoraznenie, ze v nej
kreslime komplexné é&fsla budeme os  nazyvat redlna os a os y imaginarna, os.

Dizka tohoto vektora sa nazyva absolitna hodnota komplexného ¢isla z. Ak je z # 0 je tento vektor
jednoznacne urcéeny svojou dizkou a orientovanym uhlom, ktorého pociatoénym ramenom je vektor (1,0)
(teda kladna cast redlnej osi) a koncovym ramenom je vektor z = (z,y) Pripomenime, Ze orientdcia uhla
je kladné ak sa jeho pociatoéné rameno dostane do koncového rameno otacanim okolo vrchola proti smeru
hodinovych ruciciek. Velkost orientovaného uhla ¢ > 0 budeme urcovat v oblikovej miere, radidnoch, teda je
uréend dizkou cesty, ktoru prejde koncovy bod vektora dfzky 1 pri otac¢ani o uhol ¢ proti smeru hodinovych
ruciciek, zdporné uhly rovnako zodpovedaju otdc¢aniu v smere hodinovych ruciciek.

Tabulka hodnét cos « a sin a

stupne « 360 180 90 60 45 30
radidny %a 2m m 5 3 z z
cos COS (v 1 —1 0 % %\/5 %\/3
sin sin o 0 0 1 %ﬂ %\/5 %
Im
(] 2 =x+iy = |z|e™®
||
a)
L Re
-y T=x—iy=|zle @

Obr. 1 Geometrickd interpreticia komplexného ¢cisla.

Definicia 1. Nech z =z + iy € C, z,y € R.
(i) Nezéporné &islo |z| = v/22 + y2 sa nazyva absolitna hodnota komplexného &isla z,
(ii) Ak je navySe z # 0, tak orientovany uhol ¢, pre ktory z = |z|(cos¢ + ising), nazyvame argument
komplexného ¢isla z.
(iii) z = |z|(cos ¢ + isin ) sa nazyva goniometricky tvar komplexného &isla z.

Poznamenajme, ze ak ¢ je argument ¢&isla z, tak je ¢+2km pre Vk € Z tiez argumentom ¢isla z. Vyjadrenie
¢isla z v goniometrickom tvare je vlastne len preformulovanim definicie funkcie sin ¢ a cos ¢ pre orientované
uhly. Goniometricky tvar komplexného ¢isla sa skratene zapisuje v exponencidlnom tvare:

z = |z|(cosp +ising) = |z|e"?, kde &islo e je zéklad prirodzeného logaritmu.

Oprévnenost tohoto zapisu je vidiet z geometrickej interpretacie ndsobenia komplexnych &isel:



Veta 2. Ak a,B € R, tak

(cosa+isina)(cos § + isin ) = cos(a + B) + isin(a + 5) .

Toto tvrdenie sa da dokdzat pomocou geometrickych dvah a je ekvivalentné so stétovymi vzorcami
zndmymi zo strednej skoly (overte si to):

sin(a 4+ ) = sinacos § + cos asin 3, sin(o — 8) = sinacos B — cosasin 3,

cos(a+ ) = cosacos B —sinasin 3, cos(a — f8) = cosacos B +sinasin 5.

Geometricks interpretdcia vety 2 hovori: pri ndsobeni komplexnych ¢isel sa ich argumenty séitaji. Absolitne
hodnoty sa néasobia, ¢o je jednym z tvrdeni nasledujicej vety:
Veta 3. Pre Vz,w € C plati:
(i) |z 4+ w| < |z| + |w| (trojuholnikovd nerovnost)
(if) [zw| = |z[[w].
Obe tvrdenia sa daji lahko overit vypoctom. Ak nie st vektory z,w rovnobeiné, tak je vektor z + w
uhlopriecka vo vhodnom rovnobezniku (nakreslite ho) nerovnost (i) je zndme tvrdenie, Ze strana trojuholnika

je kratsia ako sucet dizok zvysnych dvoch stran.
Veta dva ma nasledujici dosledok, ktory je znamy ako

Moivreova veta. Akr,¢p € R, r >0, n € N, tak

[r(cos ¢ + isin)]™ = r"[cos(ny) + isin(np)] alebo v exponencidlnom tvare (rei‘p)n =r"eine,

Moivreova veta sa pouziva na rieSenie rovnice 2" = ¢, kde ¢ # 0 je zndme komplexné ¢islo, n € N a
neznama z sa hladd v mnozine C. PopiSeme teraz ako sa binomickd rovnica riesi:
1. pravi stranu vyjadrime v goniometrickom tvare a rieSime rovnicu

2" = |c|(cosp +isinp) = |c|[cos(p + 2km) + isin(p + 2km)], k€ Z.

2. Nezndmu z budeme hladaf v goniometrickom tvare, teda hladdme kladné ¢islo 7 a uhol o € R, tak aby
z = r(cosa + isina) bolo rieSenie rovnice z" = ¢, t.j.

r"[cos(na) + isin(na) = |c|[cos(p + 2kn) + isin(p + 2k7)], ke Z.

3. Vidiet, ze predchddzajica rovnost plati pre r = {/|c| a a = %21” =24 k%’r, k € Z a teda

a= VMd[eos(2 48 2) sin(2 4 820)], k=012, 01

je n roznych rieSeni danej binomickej rovnice.

4. 24 (k+n)2 = £ 4 k2% 4 21 = 2,4 = 2, teda takto viac rieenf nevyrdtame. Plati tvrde-
nie, Ze riesenie iného tvaru rovnica nem4, ale nebudeme ho teraz dokazovat. Poznamenajme este, ze
riefenia binomickej rovnice lezia na kruznici so stredom v bode 0 a polomerom {/|c| a tvoria vrcholy
pravidelného n-uholnika.

Priklad. Rieste rovnicu 2% = —8i a vysledok napiste v algebraickom tvare a znazornite.
Im
p=3m
Najprv prava stranu zndzornime a z obrazku urc¢ime absoldtnu
Re hodnotu | — 8i| = 8 a argument ¢ = 27 a teda rie§ime rovnicu
2= 8[cos(§7r + 2]<;7r) +1 sin(iﬂ + Qk‘ﬂ')}




Odmocnenim absolitnej hodnoty a delenim argumentu dostaneme rieSenie:

2 = 2[cos%(g7r+2kw) +isin%(gw+2lm)} k=0,1,2

1 I
20—2[(:05 7r+zsm27r]—2i kS
1 2 7 7
:2[005(27r—|— ;)-FZSIH(QW-F ;)}:2[cosg7r+isiné7r]:—\/§—i . ZRe
1 4 1 4 11 11 1 2
=2[cos( T+ ﬂ-)—i—zsm( 7r+—7r)}:2[cos—7r+isin—7r]:\/§—i
2 2 3 6 6
leohy.
1. N4jdite vysledok operacie v tvare x + yi, kde =,y € R.
a. 3+ 7i— (5—2i)(4—1) d. “¥ g beR
b. (1 +4)(1 —4)(1 4 2¢)(1 — 24) e i(2+31)
(1-74) ‘ 3+57
C @130
2. Najdite vsetky =,y € R také, ze ’ .
a. (20+3y) +i(z—y)=—1+2i o, YT THwW

b. (iz +y)(2z — 3iy) = 2i -2 2+3
3. Dané komplexné ¢islo znazornite a najdite jeho goniometricky tvar.
a. =5 b. 1—i c. V3—i d. —5i e. 2+3i f. —=3-7i
4. Vypocitajte zu, Z, 2"
a. z=1/3(cos I +zsm%’r) u=2(cos 5 +ising), n=>5
b. z=3(cos § +isin %), u = 6(cos 3T —&—zsm%r) n = 2004
5. V obore komplexnych ¢isel rieste rovnicu. Vysledok vyjadrite v algebraickom aj goniometrickom tvare a
znazornite.

a. 2t =4 c. 23 =-8
b. 24 =—4 d. :—1—2\/3
6. Vypocitajte.
a. il b. (1+4i)* c. (LZ—i2)®

2. SUSTAVY LINEARNYCH ROVNIC

1.1 Jedna rovnica s jednou neznamou.

ar =b, kde a,b € C st dané ¢isla, mame najst vsetky x € C, ktoré spiﬁajﬁ danu rovnicu.

Riesenie:

a. Ak a #0, tak 3'z = g (prave jedno riesenie),

b. Ak a =0Ab # 0, tak Ziadne € C nespliia 0-2 = b (#iadne rieSenie),

c. Aka=0Ab=0, tak kazdé 2 € C spliia 0-2 = b  (nekloneéne vela rieseni).

Rovnaké tri moZnosti si pre pocet rieSeni vsetkych ststav s komplexnymi (aj redlnymi) koeficientami.

V pripade redlnych koeficientov a, b, Ze pre vzajomu polohu priamok p =y = ax a ¢ = y = b s presne 3
moznosti:

1. mdzu sa pretinat v jednom bode p N g = [2,b],

2. mozu byt rovnobezné rozne (p || ¢) alebo 3. totozné (p = q)

1.1 Sdastava m linedrnych rovnic s n nezndmymi m,n € N, m > 1, n > 1.
Nech a;; € R(C), bj € R(C), i € {1,...,m}, j € {1,...,n} st dané ¢&isla. Ststavou m linedrnych rovnic

s m nezndmymi nazyvame:
a1121 +a1229 + ... a1y, = b1
21X + A22%o + ... + Aonxy = bo

(S)

Am1T1 + Gm2X2 + -+ -+ AmpTp = bm

Riesit ststavu (S) znamend ndjst mnozinu P vSetkych usporiadanych n-tic redlnych (komplexnych) ¢&isel,
pre ktoré po dosadeni do kazdej rovnice zo ststavy (S) za (x1, 22,...,Z,) vznikne rovnost.



Definicia. R™ (C™) ozna¢uje mnozinu vSetkych usporiadanych n-tic redlnych (komplexnych) ¢isel.
Nech x = (21, z2,...,2,) € R" (C™),y = (y1,Y2,-..,yn) € R” (C™) a a € R (C). Potom

(i) x+y=(x1+y1, 22+ y2,...,Tn + Yn) sa nazyva sucet n-tic x a y.
(i) ax = (axy,axs,. .., az,) sa nazyva nasobok n-tice x &islom a.
(i) n-tica 0 =(0,0,...,0) € R™ (C™) sa nazyva nulova n-tica.
(iv) —x = (-1, —29, ..., —Z,) sa nazyva n-tica opacnd k n-tici x.

Definicia. Tabulku zostavent z realnych (komlexnjch) ¢&isel a,;, ¢ € {1,2,...m}, j € {1,2,...n}

ailr a2 ain
a21  QA22 a2n

A= = (aij)1<i<m
.................... 1<j<<n
Am1  Am2 Amn

nazyvame matica typu m X n. Mnozinu vSetkych matic typu m x n budeme oznacovat R™*™, respektive
C™m*™. Usporiadané n-tice A;x = (a;1 a2 ... aiy) sa nazyvaja riadky a usporiadané m-tice A,; =
aij

azj L .
sa nazyvaju stipce matice A.

amj

Pri rieSeni ststavy (S) budeme pouzivat jej zépis pomocou matic:

al a2 N QA1n
. , az1 Qg2 a2
matica ststavy (S): A= ",
am1  Am2 Amn
ail a2 ap, | b
o o - a1 a2 ... Gop | bo
rozsirend matica ststavy (S): A = -
Aml Gm2 .- Amnl by

Potom ststavu (S), resp. jej rozSirenti maticu A upravime na maticu zodpovedajicu sustave, ktord mé
t istd mnozinu P vSetkych rieSeni, ale je pomocou nej jednoduchsie popisat mnozinu P.
Nasledujice upravy matice A nemenia mnozinu vsetkych rieSeni zodpovedajicej ststavy, nazyvame ich
elementarne riadkové operacie (ERO).
ERO1 Vzajomnd vymena riadkov (A;. <> Aj., i # j), alebo struéne R; <> R;
ERO2 Nésobenie niektorého riadku matice A nenulovym ¢&islom (A4;. — aA;., o # 0) alebo aR;
ERO3 Pri¢itanie nasobku niektorého riadka k inému riadku (A;. — A + oA, ¢ # j) alebo R; + aR;.

Definicia. Prvy (zlava) nenulovy prvok a,; v riadku A;. matice A sa nazjva vedici prvok (pivot) riadku
A;.. Matica A sa nazyva stupriovitd, ak plati
1) pivot i+ 1-ého riadka je v stipci napravo od stipca, v ktorom je pivot i-teho riadka (v stipci pod kazdym
pivotom su iba nuly).
2) kazdy nulovy riadok je pod kazdym nenulovym riadkom matice A (t.j. nulové riadky s premiestnené
do spodnej ¢asti matice).
A sa nazyva redukovana stupnovitd, ak je stupiiovita a navyse vSetky jej pivoty sa rovnaju 1 a aj nad
nimi s v stipci len nuly.

Lahko vidiet, Ze pomocou ERO vznikne matica ststavy so zhodnou mnozinou vsetkych rieSeni. Budem
teda upravovat rozsirenii maticu danej ststavy na stupiiovitii alebo redukovand stupiioviti. D4 sa tiez
dokézat, Ze kazda matica A typu m x n sa d& upravit pomocou ERO na jednozna¢ne uréent redukovanu
stuprioviti maticu B typu m X n, budeme pisat A ~ B (matice A, B st riadkovo ekvivalentné). Postup
ukazeme na priklade ststavy a jej rozsirenej matice:

31 — 220 + 23 = 11 3 -2 1|11 1 1-3]7
T1t+xe—3w3=7 A= 1 1-3| 7 | ~por | 3 -2 1|11
112y — 4das — 3z5 = 10 11 -4 -3| 10 11 -4 -3| 10
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Pivot 1. riadka je teraz ¢islo 1 (to sme mohli dosiahnit aj ndsobenim % - Ry, ale takto sa vyhneme zlomkom).
Pomocou ERO Ry — 3R; a Rz — 11R; dostaneme

1 1-3| 7 1 1-3| 7
A~ |0 =5 10| =10 | ~ps—3r, | 0—5 10| =10 | =B
0—-15 30| —67 0 0 0| —37
B je stupnovitad matica, ktorej posledny riadok zodpoveda rovnici 0xy + 0zg + Ox3 = —37 a je zrejmé, ze

nema4 rieSenie, teda P = ().
Pri tpravach sme postupovali “zlava a zhora” “doprava a dole”. Na tpravu na redukovanu stupiioviti
maticu budeme maticu B upravovat od posledného pivota vpravo dole naspét viavo hore.

1 1-3] 7 11-3|7 11-3]0 10-1]0
Br_1p, | 0510 =10 | ~_1p, [0 122 ) ~pyo2pry [01-2[ 0| ~p,—p, [0 1-2]0
0 0 0| 1 00 0|1 Bi=7TRs \' 00 0|1 00 0|1

Posledna matica je uz redukovana stupriovita.
Ak by sme poslednii rovnicu vynechali jej roz$irend matica sa pomocou ERO d& upravif na

11-3|7 10-1]5
01-22) F-R\g1-2]|2

Teraz je lahké napisaf rieSenie (za neznamu zodpovedajica stipcu bez pivota zvolime Tubovolné &islo):

x3=a€R, x3-2a=2 = 29=242a, x1—a=5 = 1 =5+a = P={(5+a,2+2a,a)a € R}

Popisany postup sa v pripade, Ze Upravu matice ukonc¢ime dosiahnutim stupnovitej matice, nazyva
Gaussova eliminaénd metéda (GEM). Ak pokra¢ujeme po ziskanie redukovanej stupiinovitej matice, hov-
orime o Gaussovej-Jordanovej eliminacnej metdde.

Priklad. Napiste mnozinu P vSetkych rieSeni stustavy, ktorej rozsirena matica je

2 1 0 -1 3| -1 1 0 -3/2 0 —-1| -5/2
a) 01 3 1 3| 2 b) 0 1 3 0 4 3
000 -1 1] 1 0 0 0 1 -1 -1
a)
2 10 -1 3] 1 271 + w2 — x4 + 305 = —1
01 3 1 3 2 — To + 3x3+ x4 + 315 =2
000 —1 1|1 —ra s =1
Za¢neme od poslednej rovnice, v ktorj st dve nezname jednu zvolime fubovolne, 5 = a — x4 = —1 + q,

dosadime to do druhej rovnice: x5 + 3z3 + (—1 + a) + 3a = 2. Ak zvolime z3 = b, dostaneme
To+3b—-—14+4a=2 =— 29 =3—4a—3b

nakoniec doteraz ziskané vysledky dosadime do prvej rovnice: 21 + (3 —4a—3b) — (—1+a)+3a = -1 <
201 +4—2a—3b=-1 = zx1 = %(—5+2a+3b) T —%+a+%b, teda

5 3
P = {(2+a+2b73—4a—3b7b,—1+a,a> ta,b e R}
Poznamenajme, 7e za volné parametre a, b sme zvolili tie nezname, ktoré zodpovedaju stipcom bez pivotov.
Matica z prikladu b) je redukovad stupiinovité, na ktort sme upravili prvi maticu. V tomto pripade moZeme
mnozinu P napisat priamo z matice, lebo po zvoleni parametrov obsahuju vsetky tri rovnice ststavy uz len
jednu neznamu.

Definicia. Nech A € R™*™ (A € C"™*"™) a nech je B stupiiovitad matica riadkovo ekvivalentnd s maticou
A. Pocet nenulovych riadkov (pivotov) matice B sa nazyva hodnost matice A.

Veta (Frobéniova). Sistava (S) linedrnych rovnic md (aspori jedno) rieSenie vtedy a len vtedy, ked sa
hodnost matice sustavy (S) rovnd hodnosti rozsirenej matice sustavy (S).

Pripojme este dve poznamky sspresniujtice Frobéniovu vetu.

1. Ak sa pravé strany vSetkych rovnic ststavy rovnaju nule, tak sa nazyva homogénna. Homogénna ststava
mé vzdy rieSenie; bud prave jedno (r1 =z = ...z, = 0) alebo nekoneéne vela.

2. Ak je v stupiiovitej matici B € R(™TDX™ Kktors je rozsirenou maticou ststavy s n neznamymi p pivotov,
tak na popisanie mnoziny P vSetkych jej rieSeni potrebujeme n — p volnych parametrov. Volné parametre
mozeme volif za nezname zodpovdajice stipcom matice B, v ktorych nie st pivoty.



3. MATICOVA ALGEBRA A DETERMINNTY
Najprv zavedieme pojem linedrnej zavislosti a nezavislosti
3.1. Linearna zavislost a nezavislost v R" a C".

Definicia. Nech x1,Xo,...,X; € R" a a1,a9,...,a, € R.

1. a1x1 + aoXg + - - - + apXk sa nazyva linearna kombinécia vektorov xi,Xa, ..., Xk.

2. Hovorime, Ze k-tica {x1,X2,...,Xx} je lindrne nezavisla, ak ayx; + aoxg + -+ apxp = 0 = ;1 =
ag =---=aqa =0.

3. Ak nie je k-tica {x1,X2,...,X)} linedrne nezavisla, tak sa nazyva linedrne zavisla.

Podobne hovorime o linedrnej kombinécii, zavislosti a nezavislosti k-tice matic, polynémov alebo, vSeobec-
njsie, funkcii.

3.2. stiéet a sucin matic.

Operacie sice budeme dfinovat pre matice s redlnymi prvkami, ale rovnaké definicie a tvrdenia st platné
aj pre komplexné matice. Najprv definujeme s¢itanie matic rovnakého typu (je vlastne zhodné so s¢itanim
v R™ resp. C™"):

Stiéet matic. Nech m,n € N, A = (ai;)i1<i<m € R™*", B = (bij)1<i<m € R™*". Potom A+ B € R™*"
1<5<n 1<j<n

definujeme rovnostou A + B = (a;; + bij)1<i<m
1<5<n

. 1 2 3 110\ (2 3 3 1 2 3 1 1\ . . .
Priklad. (2 0 1)+(2 3 1)—<4 3 2>,ale <2 0 1>—|—<2 3> nie je definované.

Skor, nez definujeme stié¢in matic zavedieme pojem matice AT transponovanej k matici A. A" vznikne
,preklopenim” matice A okolo hlavnej diagonaly, resp. zamenou tloh stipcov a riadkov, napr.

T T ail Qag1
T ail aiz2 Qs _
(1 x x3) = |22 |, =1 a2 ax
az1 az2 a3
z3 a1z a3

Vseobecne, ak A = (a;;) € R™*", tak AT = B = (b;;) € R™*™, pricom b;; = a;; pre vietky i € {1,2,...,m},
je{1,2,...,n}.

Stéin matic. Najprv definujeme stéin matice A typu m x n a stlpca = (n x 1):

pre A = (aij)i<i<m , & = (z1, 22, ... ,xn)T definujeme Ax = w1 A1 + w2Aswo + -+ + TpAun -
125<n

Pomocou vztahu 2 — Az je tak definované jednoznacéné priradenie (zobrazenie) stipca Az € R™*! k stlpcu

1
12 3 . 1\ (2 3 “1+2+46\ (5

nx1 — — - — = =
TER vnapr'preA_<2 0 1)"“ N R (2)+(0>+2<1> (—2+0+2> <0>

Ak namiesto jedného stipca 2 zobereme maticu B typu n x k a definujeme AB tak, Ze maticu A nasobime

sprava kazdym stlpcom matice B a zo siskanych stlpcov ,,poskladdme” jednu maticu AB = D = (dij)1<i<m.
1<5<k

Teda nasobime maticu A € R™*™ sprava maticou B € R"** a vysledok je matica D € R™** s prvkami
d;j = A;«Byj (i-ty riadok matice A krat j-ty stipec matice B). Ak sa pocet riadkov matice A nerovna poctu
stlpcov matice B, tak nie je st¢in AB definovany.

Veta (vlastnosti su¢tu a st¢inu matic.

1) Ak A,B € R™*", D € R"** tak (A+ B)D = AD + BD,

2) Ak A,B € R™*", D € R**™  tak D(A+ B) = DA+ DB,

3) Ak A€ R™", B¢c R, tak (AB)T =BTAT.

4) Ndsobenie matic nie je komutativne, t.j. nemust platit AB = BA (ani ked st obe strany definované).
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Definicia. Matice, ktoré maji rovnaky pocet riadkov ako stipcov sa nazyvaja stvorcové. Hovorime, Ze
prvky a;, ¢ = 1,2,...n matice A = (a;;) € R"*" tvoria hlavni diagondlu matice A. Matica I,, € R"*",
ktora ma vSetky ¢isla na hlavnej diagonale rovné 1 a ostatné prvky nulové, sa nazyva jednotkovd.

Poznamenajme, ze A € R™*™, tak I,,A = Al, = A, to vysvetluje nazov jednotkové matica.
Podobne pre stvorcovii maticu A € R™*" definujeme inverznii maticu ako B € R"*™, pre ktora AB = I,,.
K danej matici A existuje najviac jedna inverzné, navyse ak AB = I, tak aj BA = I,,.

3.3. Vypocet inverznej matice.

Postup vysvetlime na maticiach typu 3x3, nech A =

pre ktoru plati

ailr a2 ais T1
a21 Az a23 T2
a3l asz2 ass z3

Y1
Y2
Ys

a11  aiz2 a13 1 W
asy Qo2 a23) , hladdme maticu B = | z2 s
asz1 asz as3 3 Ys

Z1 1 0 0

22 = 01 0

z3 0 0 1

Ak oznaéime x, vy, z prvy, druhy a treti stipec neznamej matice B, méame vlastne riesit tri sistavy rovnic

Az = (1,0,0)",

Ay =(0,1,0)T,

Az=(0,0,1)T,

21
)
Z3

ktoré maja ta istG maticu, ale rozne pravé strany, t.j. rozne rozSirené matice. TakZe maticu A rozsirime
o vSetky tri pravé strany a upravime na riadkovo ekvivalentnii redukovani stupnioviti maticu, jej hodnost
sa rovna hodnosti pravej strany, t.j. n, teda bud maja vSetky tri sistavy préve jedno rieSenie, alebo aspon
jedna z nich nem4 riefenie a inverzna matica neexistuje. Maticu inverznt k matici A oznadujeme A~1

1 -1 2
Priklad.. Najdite A~'pre A=|1 -2 0
0 1 1
1 -1 211 0 0 1 -1 2
1 =2 0/0 1 O|~py,r, |0 -1 =2
0 1 10 0 1 0 1 1
1 -1 2|1 0 0 1 -1 0
0 1 2[1 -1 0 |~pg,2r, [0 1 0
0 0 1/1 -1 -1 mi—=2Rs \ g (o 1

Teda upravili sme (A|I3) ~ (I3| A™!). Dostali sme A~* =

-1

0 0 1 -1 2] 1 00
1 0| ~pssr, |0 =1 2| -1 1 0] ~_g,
0 1 0 0 —-1|-11 1 —Rs
-1 2 2 1 0 0]-2 3 4
-1 1 2 |~rsr |0 1 0] -1 1 2
1 -1 -1 00 1| 1 -1 -1
-2 3 4
-1 1 2 | (overte AA™1 = A71A = 13).
1 -1 -1

Ukazte, ze k matici A = ( ; 2) neexistuje inverzna matica.

Veta. Nech A € R"*™. Potom si nasledujice turdenia ekvivalentné.

a) existuje matica A71,

b) A md hodnost n,

¢) riadky matice A si linedrne nezdvislé,
d) stlpce matice A si linedrne nezdvislé.

Definicia. Stvorcova matica, ktora mé inverznid sa nazyva reguldrna.

3.4. Determinanty $tvorcovych matic.

Determinant $tvorcovej matice A je ¢islo det A, uréené nasledujticou (induktivnou) definiciou.

Definicia. Nech A € C"*" , n € N.
1. Akn=1, A= (a11), tak det A = ay;

2. Ak n > 1 ozna¢ime A;; maticu, ktord vznikne z matice A odstrdnenim stIpca A,; ariadka Aj..
det A = aj; det Ay; — ajpdet Ajg + -+ + (—=1)1T"ay,, det Ay, (rozvoj podla prvého riadku).



Podla bodu 2) sa poéita determinant, ak vieme pocitat determinanty matic typu (n — 1) x (n — 1), teda

Ak n = 2, A= <211 212>, tak det A = a1 det(a22) — a2 det(agl) = a11G22 — A120271. Determinant
21 22

ail a2

az1  A22

teda je determinant sucin ¢isel na hlavnej diagonale minus stéin ¢isel na vedlajsej diagonéle.

oznac¢ujeme aj ako maticu ohranic¢end kolmymi ¢iarami namiesto zatvoriek, det A = . Pren=2

ail a2 ais

a1 Aa22
Akn:3 21 Q22 Aa23| = 411

asp  as2

az1 a3
azi1 ass

a22 Aa23
agz ass

— a12 + ais

asyr azz2 asg
CL11(a22a33 - a23a32) - a12(a21a33 - a23031) + 013(6121@32 - 022031) = (a11a22a33 + ai2a23a31 + CL136121a3,2)—
—(a11a23a32 + G12021033 + A13G22031).
Pre determinant matice 3 x 3 sa da sformulovat Sarusovo pravidlo. Prvé dva stipce pripiseme ako stvrty a
piaty a determinant je sicet vSetkych troch sti¢inov na hlavnych diagonalach zlava hore doprava dole minus
stcest stcinov na 3 vedlajsich diagonéalach.

a11 G12 G13| G11 G12
as1 G2 23| a1 Gz det A = aj1ag2ass + ai2a23a31 + ai13a21a32 — (a13022031 + 11023032 + A12021033).
a3l G32 G33| G31 A32

.....

Najprv dfinujeme dalsie Specialne typy matic.

Definicia. Matica A = (a;;) € C™*" sa nazyva
(i) dolna trojuholnikova, ak j > i = a;; = 0 (vSetky prvky nad hlavnou diagonélov st nulové),
(ii) horna trojuholnikova, ak j <i = a;; = 0 (vSetky prvky pod hlavnou diagonalov st nulové),
(i) trojuholnikovd, ak je dolnd alebo horné trojuholnikova,
(iV) diagonéalna, ak j # i = a;; = 0 (vSetky prvky mimo hlavnej diagonaly st nulové).

Vlastnosti determinantu zhrnieme v nasledujtcej vete, ktorej dokaz sa d4 urobit matematickou indukciou.

Veta. Nech A € C"*"™. Potom plati
1.

Vie{a,...,n} detA= Z aij(—1)" det A;;  (rozvoj podla i-teho riadku)

j=1

vVjie{a,...,n} detA= Z aij(—1)" det A;;  (rozvoj podla j-teho stlpca) .
i=1

2. Ak B ~ A vznikla z matice A pomocou ERO
2.1. ndsobenia niektorého riadka &islom o, tak det B = avdet A,
2.2. wvzdjomnou vymenou dvoch riadkov, tak det B = —det A,

2.3. pric¢itanim ndsobku niektorého riadka k inému riadku, tak det B = det A,
3. det AT =det A

Désledok.
(i) Determinant trojuholnikovej matice sa rovnd sucinu jej prvkov na hlavnej diagondle.

(ii) Ak md matica A dva rovnaké riadky alebo stlpce, tak det A = 0.
(i) A,B € C™*" = det(AB) = (det A)(det B).

Prvé dosledky sa pomocou predchédzajicej vety daju dokézat jednoducho, dokaz tvrdenia o determinante
stcinu je podstatne narocnejsi.

3.5 Vyoocet inverznej matice pomocou determinantov a Cramerovo pravidlo.

Pre maticu A = (a;;) € C™*™ oznacime a;; = (—1)"7/ det A;;. a;; sa nazjyva algebraicky doplnok prvku
a;; v matici A, vystiznejie by bolo povedat algebraicky doplnok pozicie (ij), lebo od hodnoty samotného
prvku a;; ani od ¢isel v celom riadku A;, a stipci A,;j cislo G;; nezavisi.
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Pocitajme teraz stc¢in matic

- - - T - - -
ailp a2 ais a11 ai2 ais ailp a2 ais a11 a21 asi
a1 a2 az3 a21 422 a23 = a1 a2 a23 12 a22 (32 =
asz1 asz a33 asz1 asz asg asz1 asz as3 a13 a2z a33

(@11G11 + a12G12 + a13G13)  (a11821 + a12d22 + a13G23) (@11G31 + 12432 + a13G33)
= | (a21811 + a22812 + ag3d13) (a21d21 + a22G22 + a23G23) (a21G31 + a22d32 + a3dss) | =
(as1@11 + as2@i2 + azz@az) (as1G21 + aseGon + ass@as) (as1Gs1 + asefsz + assdss)

det A 0 0
= 0 det A 0 = (bij)1§i,j§n = (det A)I3.
0 0 det A

Cisla na hlavnej diagonale b1 = boy = bsz = det A st rozvoje det A podla prvého, druhého a tretieho riadka.
Na ostatnych miestach st rozvoje determinaantov matic, ktoré maja dva rovnaké riadky, napr

a11  aiz G13
rozvoj podla druhého riadka 0= |aj; a1z a13| = (a11G21 + a12d22 + a13d23) = b2
a31 a3z ass

(algebraické doplnky druhého riadka posledného determinantu st rovnaké ako v matici A).
Ak je det A # 0, tak z predchadzajucich vypotcov vyplyva

a2 a23| _ |ai2 Qi3 a2 a3

az2 as3 az2 as3 a2 a3

-1 _ L(*..)T 1 _|a21 az23 ail aiz| _ |ai1 ai3
1

detAa ¥ det A a3l ass a3l as3 a21 a3

a21 az2| _ |ail a1z ail a2

azl  as2 azl  as2 a21 a2

Pre matice typu 3 x 3 sme tym dokézali nasledujicu vetu, pre matice n x n sa d4a dokazat analogicky.

Veta. Nech A= (a;j) € C™" a nech adj A = (a;;)" (matica adjungovand k matici A). Potom plati
A(adjA) = (det A)L,, .

Ak, navyse, det A # 0, tak

_ 1 .
A lzdetAad‘]A'

Tym je sticasne dokazané aj tvrdenie
Veta. A € C™*" je requldrna vtedy a len vtedy, ked det A # 0.
Priamym désledkom vzfahu A~ = ﬁ adj A je

Cramerovo pravidlo. Ak A € C™ ™ je requldrna matica a b € C™*L, tak md sistava linedrnych rovnic
Ax=Db

prdve jedno rieSenie x = (%1, %"’, el %), kded=detAad; (j=1,2,...n)
je determinant matice, ktord vznikne z matice A zdmenou stlpca A, za b (pravi stranu).



