POLYNOMY A RACIONALNE FUNKCIE
Definicia. Nech ag,a1,...,a, € R (€ C). Zobrazenie f, ktoré kazdému x € R (z € C) priradi éislo

fx)=ap+a1x+- - +a,_ 12" +apa”

sa nazyva polynom nad R (nad C) s koeficientami ag,as,...,a, € R.
Ak je a, # 0, tak sa nazyva stuperi polynému f (oznacenie st f, ak je f nulovy polyndm, tak jeho stupen
je —oo.

Cislo ¢ € C, pre ktoré hodnota polynému f(c) = 0 sa nazjva koreri polynému f
Veta. Nech f,g si polynomy nad R (C). Potom

st(fg) =st f+stg.

Veta (Zakladna veta algebry). KaZdy nekonstantny polyndm nad C' md koreri v C.

Veta (o jednoznacnosti koeficientov). Nech f, g si polyndmy nad R (C),

f@) = apz™ +ap 12" '+ Faxt+ag, an 0, g(x) = bpx™ + by 2™ 4+ bz 4+ by, by £0.
Potom m =n, ag =bg, a1 =b1, ..., an = b,.

Veta (o deleni f(z) : (x — ¢)). Nech [ je polyndm nad C a nech ¢ € C. Potom sa zvysok podeleni
f(@): (x — ¢) rovnd hodnote f(c).

Déosledok. Ak ¢ € C je koreriom polyndmu f(x), tak sa dd delit f(x) : (x — ¢) bezo zvysku, teda (z — c) je
delitelom polynomu f(x) (oznacujeme to (x —c) | f(x)).

Hornerova schéma. Delenie f(z) : (x — ¢) sa d& zapisovat pomocou tabulky, ktora sa nazyva Hornerova
schéma:

Qn, an—-1 AaAp—2 ... a1 ao

c cbp—1 Cby_o ... cby cho

bp1 bp_2 bn_3z ... bo ‘7’ = f(C)

V trefom riadku tabulky st stéty éisel v prislusnom stipci v 1. a 2. riadku,

f@) =ana™ + an12" 4+ arwtag = (@ — ¢) (bn12" T+ b2z 24+ biw - bo) 7.

Definicia. Polyném f nad R (nad C) sa nazyva ireducibilng, ak sa neda napisat ako stéin dvoch polynémov
stupna aspon jeden.

Veta. Ak je cislo ¢ koreriom [ polynomu s realnymi koeficientams, tak je aj komplexne zdruzen€ cislo ¢
koreriom polynomu f.

Zo zékladnej vety algebry a predchadzajtcej vety vyplyva, ze ireducibilnymi polynémami sa iba polynémy
1. nad C najviac 1. stuptia (f(z) = ax +b, a,b € O),
2. nad R

a. najviac 1. stupna (f(z) = ax +b, a,b € R)

b. polynémy druhého stupiia: f(z) = ax? + bxr + ¢, a,b,c € R, a # 0; D = b? — 4ac < 0.

Definicia. Cislo ¢ € C je koreii ndsobnosti k € N polynému f, ak existuje polyném g, taky Ze
pre Vx plati f(x) = (z — ¢)¥g(z) a hodnota g(c) # 0.
Kanonicky rozklad. Kazdy polyném f(z) = an,z™ + an_12" "1 + -+ + a12 + ao, a, # 0 sa da rozlozit na
sucin mocnin ireducibilnych polynémov
a) nad C: f(2) =an(z — ) (x — )™ ... (& — ), c1,¢a. .. cm € C st korene polynému
ki,ka, ..., ky, st ich ndsobnosti a k1 + ko + ...k, =n.

b) nad R:
f@) =an(x— cl)k1 (x — 62)k2 ooz — cp)kp (x2 —prx + ql)e1 e (172 — ppx + q,,)z’“ ,

C1,C2,...,Cp; P1,P25-- - Pr; qlaq27"'aq7‘€R;
pr—4g; <0Vi=1,....r, (k1 +...ky)+2(l1+---+£4)=n
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Veta o raciondlnych koretioch. Nech ag,a1,...,a, € Z. Ak je raciondlne ¢islo v zakladnom tvare p = %

(tj. p € Z, qg € N a zlomok sa nedd krdtit) je koreriom polynomu (s celodiselnymi koeficientami) f, tak
menovatel q je delitelom ¢isla a,, a citatel p je delitelom cisla ag (struéne plag, qlan).

RACIONALNE FUNKCIE

f(x)

g(z)

funkcia nad R (nad C). Ak st f < stg, tak sa funkcia () nazyva rydzoraciondlna.

Definicia. Nech f, g st polynémy nad R (nad C), g # 0. Potom funkciu r(z) = nazyvame racionalna

Definicia. Elementdrnym zlomkom nad C sa nazyva raciondlna funkcia tvaru
a

r(@) = ——p;a,c€eC,kEN.

(z —c)f

Elementdrnym zlomkom nad R sa nazyva racionédlna funkcia jedného z tvarov

a) r(m):ﬁ;a,ceR,keN.
b) r(z) = ar +b

s a,b,p,q € R, k€N, p?> —4q < 0.
(22 1 pr +q)F a,0,p,q p q

Veta. KaZdd raciondlna funkcia nad R (nad C) sa dd napisat jedingm spésobom ako sucet polyndmu a
elementdrnych zlomkov nad R (nad C).

Existencia rozkladu nad C' je désledok nasledujtiiceho tvrdenia, podobne sa dokaze aj existencia rozkladu
nad R. Jednozna¢nost je dosledkom vety o jednoznaénosti koeficientov polynémov.

Pomocna veta. Nech f,g si polyndmy nad C, st f <n+stg, c€ C, g(c) # 0. Potom Ja € C a polyném
h(z) také, ze

" f@)  _ a ., h)

(x—c)rg(x) (z—o" (z—c)"'g(x)

) . fl@)
Doékaz. Pre a € C plati: @ = o)rgla)
_ag(x) + f(x) —ag(x)  ag(z) f(x) — ag(z)
. B o B s o I o e
Pre a = ;Eg a pre fi(z) = f(z) — ag(z) plati fi(c) = 0 = existuje polyném h(x) taky, ze f(z) — ag(z) =

(x — ¢)h(z). Dosadenim do vztahu (2) a vykratenim dostaneme (1).

2t — 52 + 222 — 22 + 1

Priklad. Funkciu r(z) = 392 )
Tre — 2% — T

rozlozte na elementarne zlomky.

1. r(x) nie je rydzoracionédlna, preto najprv delime:

(2% —52% 4222 — 224+ 1): (2% —22% —2x+2) =20 -1
—(22* — 42® — 227 + 4x)
— 2% +42% -6 +1
—(—23 + 222 2 —2)
222 — Tz + 3 zvysok

2% — T +3 , 22° — Tz +3
x Tt a treba eSte rozlozit rydzorac. funkciu x Tt .
3202 —x+2 23 =222 —x+2

2. Menovatela rozlozime: 2% — 222 — 2 +2 = (z — 1)(x + 1)(x — 2) a hladdme &isla A, B, C tak, aby platilo
pre Vx € R

=2 —1
r(x) T +x



22> ~Te+3 A B C

(=1 (z+1)(z—2) x—1+x+1+x—2
202 — Tz +3=A(x+1)(x —2) + Bz — 1)(z — 2) + C(x — 1)(z + 1)

Dosadenim
r=1:2-T+3=A01+1)1-2)= 2= 24=[A=1}
x=-1:247+3=B(-1-1)(-1-2) = 12=6B =| B =2];

r=28-14+3=-3=3C = [C=-1|n

Vysledok:
1 2 1
=2r—1 — .
/(@) * +x—1+x+1 z—2
Pozndmka. V rozklade rydzoracionalnej funkcie r(z) = fEx; na sucet elementarnych zlomkov mozu byt len
g(z

zlomky, ktorych menovatele st delitelom menovatela g(z). Ak je st g(x) = k, tak musime hladat k neurcitych
koeficientov. Napriklad pre k = 6, st f < 6:

f(x) A B Czx+D Ex+F
@ 12@2 12 @12 @) @ 1 @iy
f(z) Az + B Cx+D Ex+ F

(22 +20+2)3  (22+20+2)3 (22 +22+2)2  22+20+2

nad C
f(z) A B c D E F
- . = =+ bt o+ -
(x—i)2(z+9)2(x—D(x+5) (x—i)2 (x—i) (x+9)? (x+i) z—-1 x+5
Priklady.
1. Rozhodnite, ¢i je dand funkcia elementarny zlomok nad R.
) b) )
a) ——— — ) ——
(x +2)2 (x+2) x?2+2x+1
d) x o) r+1 ) z+1 3
22+ 22 +2 (22 + 22 +2)3 22+ 22+ 2
2. Najdite rozklad danej funkcie na elementarne zlomky nad R aj nad C.
2) 3x2+4r+3 |: 2 41 i iy 1 1
4+ 223 + 222 + 22 + 1 @?+1 1 (@+D)? T ekl z—i 0 (a+1)?
b) —x? -2z +1 RPN
z3 4 622 4+ 122 + 8 (@+2)7 7 (z+2)* =42 ]
c) - [z# 11|
222 + 51 — 12 112z-3  11z+4 |
3 —4 9 9 9
Y ee-1p |22+ e~ o
522 — 14z + 17 9 1 11
e) (@ —5)2(z — 1) [5 @52 T 21|
42° + 3z +3 el a1 1(1—i | 14i , —1—i 14
) (22 +1)(22 + 22 + 2) |:12+1 T 232t — = o+i Torioi T a:+l+i>}



