LIMITA FUNKCIE
R* = RU{—00,00} — rozsirena reélna os.

Definicia (Okolie bodu). Nech e >0, a € R.

Mnozina Oc(a) ={zx € R: |x — a| < €} = (a — €,a + €) sa nazyva e-ové okolie bodu
a, O2(a) ={x € R: 0< |z —a|] <€} =(a—¢€a)U(a,a+ €) sa nazyva prstencové
€-ové€ okolie bodu a.

Mnozina O.(—o00) = 02(—o0) = {z € R: v < =1} = (=00, —1) sa nazjva e-ové
okolie bodu —oo.

Mnozina O.(o0) = 02 (c0) = {z € R: > 1} = (1,00) sa nazyva e-ové okolie bodu
0.

Definicia (Vnutorny bod). Nech ) # A C R. Bod a € A sa nazgva vnitorny
bod mnoziny A, ak existuje O.(a) také, Ze O.(a) C A. Mnozina vsetkych vnitorngch
bodov mnoziny A sa nazyva vniutro A , oznacenie IntA.

Definicia (Hromadny bod). Nech () # A C R. Bod a € R* sa nazgva hromadny
bod mnoziny A, ak pre kazdé O2(a) plati: O2(a) N A # (.

Definicia (Limita funkcie). Nech f: A — R, a € R* je hromadny bod mnoZiny
A. Hovorime, Ze funkcia f md v bode a limitu b € R*, lim f(x) =, ak

r—a
VO(b) 305(a): f(O5(a) N A) C Oc(b).

Pozndmka. Ak b € R, tak hovorime, Ze f ma v bode a vlastna limitu, ak b = +oo,
tak hovorime, Ze f méa v bode a nevlastna limitu.

Veta (Limita zGZenia funkcie). Nech f: A — R, B C A, nech a € R* je hro-
madny bod mnozin A, B. Ak existuje lim f(x) = b, tak existuje lim (f ‘ B) (x) =b.
r—ra r—ra

Definicia (Jednostranné limity). Nech f: A — R, nech a € R* je hromadny
bod mnozin AN (—o0,a), AN (a,c0).

1. Limita lim f(z) = lim (f | AN ) (x) sa nazgva limita funkcie f v bode a
r—a~ T—a (—00,a)

zlava.
2. Limita lim+ f(z) = lim <f ‘ An(a OO)> (z) sa nazyva limita funkcie f v bode a

T—a r—a
sprava.

Veta. Nech f: A — R, nech a € R* je hromadny bod AN(—00,a), AN(a,o0). Po-
tom plati: limita funkcie f v bode a existuje prave vtedy, ked existuji jednostranné
limity a rovnaju sa.

Veta (o vypocte vlastnych limit). Nech f,g: A — R, anech lim f(z) =b € R,

aljl_)Hz g(z) = c € R. Potom plati: o
() T [f(@) + g(a)] = b+ c.

() T [f(@)-g(@)] = b-c.

(c) Ak c#0, tak lim @) = l—)

:L‘—)ag,f(j C

(d) lim |f(x)] = b].

Veta. Nech f: A — R, a € R* je hromadny bod mnoZiny A. Ak existuje vlastnd
limita funkcie f v bode a, tak existuje O,(a) také, Ze funkcia f je na mnoZine
AN O;(a) ohranicend.



2

Veta. Nech f,g: A — R, nech lim f(z) =0 a nech existuje O, (a) také, Ze funkcia

T—a

g je na mnozine AN O;(a) ohrani¢end. Potom lim f(x)g(x) = 0.
Tr—a

Veta. Nech f,g: A — R, nechVz € A\ {a}: f(x) < g(z). Ak existuje lim f(x) a
Tr—a
existugje ligl g(x), tak plati: 1i_r>n flx) < li_r>n g(z).

Désledok. Nech f,g,h: A — R, nech Vx € A\ {a} : f(z) < h(z) < g(z). Ak

existuju limity funkcii f, g v bode a a lim f(x) = lim g(x) = b, tak existuje
r—a r—a

liin h(x) =b.

Veta (o limite zloZenej funkcie). Nech f: A — R, g: B — R anech f(A) C B.
Ak existuge h_I)Il flx) = b, Ve € A\ {a}: f(z) # b alebo g(b) = ¢, a existuje

lin})g(x) = ¢, tak existuje limita zloZenej funkcie go f: A — R v bode a a plati

T—r

lim (g o f)(x) = c.

Tr—a

Veta (o vypoéte nevlastnych limit). Nech f,g: A — R, k € R. Potom plati:
(a) ak  existuje lim f(x), tak lim (—f(z)) = — lim f(x).
Tr—a Tr—a Tr—a

(b) ak h_I)Il f(z) =00 aVx € A\ {a}: k < g(x), tak 1i_I>n[f(:c)+g(:1:)] =00
(c) liin flz) =00 aVxr € A\{a}: 0 <k <g(x), tak 11_r>n[f(:13) -g(z)] = o0.
1
(d) lii)n |f(x)] =00 aVz e A\ {a}: f(x) #0, tak lim E =0.
d) lim f(x)=0aVere A\{a}: >0, tak:hm—:oo
(@) lim f(a) \fa}: £(@) lim
Pozndmka. Vypocet limity racionalnej funkcie v oo:
0 m>n
Qan
A" + ap_12" L+ arz + ag — m=mn
lim = bm,

=00 by x™ + bypy_12™ L 4+ -+ bz + by
sgn (



