Priklad 1. Je dana funkcia
22 +ar+5

fla) =

a, Napiste derivaciu funkcie f.
b, Pre akt hodnotu parametra a € R ma funkcia f v bode zg = 0 lokédlny extrém?
Urcte aky je to extrém.

¢, Pre akid hodnotu parametra a € R je funkcia f parna?

d, Pre akd hodnotu parametra a € R ma funkcia f asymptotu v nekonecne s
rovnicou y =z + 37

, N4jdite intervaly monoténnosti funkcie f ak viete, ze a > 6.
Napiste cely postup riesenia.

RiesSenie
a, Dy = R\ {—1}
Derivujeme f.

_2x2+ax+2x+a—x2—ax—5 22 4+2x4+a—-5

(x+1)2 n (x+1)2

f'(z)

b,
f'(z) = 0 prave vtedy, ked 22 + 2z +a — 5 = 0. Ak je staciondrny bod v bode
ro = 0, tak dostaneme a — 5 = 0, a teda hodnota parametra a = 5.

(Pri hodnote parametra a = 5 je druhy staciondrny bod z; = —2.)
Funkcia f'(x) je na (—1, 00) spojitd, preto na intervaloch (—1,0) a (0, c0) nemeni
znamienko.

Pri hodnote parametra a =5 je f/(=3) =—-3<0a f/(1) =3 > 0.

Stacionarny bod zy = 0 je bod OLMIN.

¢, Funkcia nie je nikdy parna, lebo jej defini¢ny obor nie je symetrickd mnozina.
d, Podla zadania je k =1 a ¢ = 3.

Preto
22 +ax+5
= fim @l oy, Start
T—00 T T—00 2 4+ ’

Téato rovnost plati pre kazdé a.
Dalej musi byt

2

3 pm L FeHS
Pretoze

2 2 2
5 5—x° —
3:lim%—1leimx+ax+ v x:a—l,
musi (v tejto casti) byt a = 4.
e, Pretoze
22 +2x+a—-5
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2
znamienko f’(z) zavisi len od znamienka citatela
2%+ 27 +a— 5.
Pre a > 6 je
242 +a—-5>2+224+6-5=(x+ 1)

(z + 1) > 0 pre vietky = € Dy, preto je funkcia f (pre a > 6) rastica na
intervaloch (—oo, —1) a (—1, 00).



Priklad 2.
a, Rozhodnite, ¢i konverguje alebo diverguje rad

oo

Z(fl)n+13n+2
= n?—1

b, Rozhodnite, ¢i konverguje alebo diverguje rad
i 3n+2
n2—1’

n=2

¢, Akd podmienku musi spiﬁat’ konstanta k, aby rad
i 3n + 2
nk —1

n=2

bol konvergentny?
Odpoved zdovodnite.

V kazdej casti napiste cely postup rieSenia.

RieSenie
a, Rad v tejto casti je rad so striedavymi znamienkami.
Pouzijeme Leibnitzovo kritérium.
Overme, ze

Prva podmienka konvergencie je splnena.
Teraz overme, ¢i od nejakého n je

3n—|—2> 3n+5
n?2 —1 (n+1)2-1

Upravou dostaneme

(3n +2)(n? +2n) > (n* — 1)(3n + 5).
3n?4+Tn+5>0.

Posledna nerovnost plati pre vsetky n > 2, preto aj druhd podmienka konver-
gencie je splnena.

Teda rad konverguje.

b, Pouzijeme porovnavacie kritérium

Pretoze

3n + 2
2 _ 3n2+2
lim "~ L i 22" 30,

n—soo nooo n2—1

n



majui rad z ¢asti b, a harmonicky rad
>.
n=1 n

rovnaky charakter konvergencie.
Harmonicky rad diverguje, preto aj rad

diverguje.
¢, Vieme, ze rad

n=1
konverguje pre a > 1.
Limita
3n+2

. omF—1 . 3nlte g ope
lim = lim —
n—00 n—ro0 n® —1

ne

je nenulova a koneénd, prave vtedy, ked si najvacsie exponenty rovnaké. Teda
musi byt
l+a=k.

Ak jea>1, tak k > 2.
Rad v casti ¢, konverguje pre k > 2.



Priklad 3.
a, Vypocitajte

/ x arctg 3z dzx.

b, Aku stredni hodnotu mé funkcia
f(z) = zarctg 3z

na intervale (0, )?

¢, Ako sa zmeni vysledok v ¢asti a), ak namiesto konstanty 3 bude v argumente
funkcie arkustangens konstanta k7

Napiste cely postup rieSenia.

Riesenie
Pocitame
/xarctg?)xdx
metddou per partes.
V prvom kroku volime
= g = arctg 3z. Dostaneme
1.2 /

= = 5 = — . 3
f=2 =1y
Preto )

1 3
//zarctg?)xdg: = 5anrctg?mf/ 3 ﬁdw
Delenim )
1 5 1 1
2 2 9
. 9 ]. = = - — = — ]_ -
v ) =5 ge 9( 9m2—|—1>

dostaneme

12t3/3x2d12t3 1/1 L

—zxarctg 3x — — ———dx = —x“arctg3xr — = ————dr =

2 & 2 1+ 922 2 8275 922 + 1

L Zarctg 3 1+11/ L e = Larctg 30— 2o+ - Larctg 3a+
= —XI arc r— =X - = —— - dr = —x arc r— =X — —aIC X Cc =
2 EHTETT60 ) w2y (1) 2 BTG T g3

1 2 tg 3 L +1 tg 3z +
= —Jx arc Xr — =X —arc X C
2 & 6" T g™

b, Stredni hodnotu pocitame ako

1

1_
3

3
/ x arctg 3z dx.
0 Jo

Primitivnu funkciu sme vypocitali v ¢asti a,.
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5 1 11
3/ rarctg3xdr = 3 5T 2arctg 3z — —x + —arctg 3z
0 6 18 o

3 3 3 s s 1
2 arctgl — 2 t1—7(2——1>:——7.
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¢, Opakujeme vypocet z Casti a, s parametrom k.
Pocitame
/xarctg kx dx

metddou per partes.
V prvom kroku volime
fl ==, g = arctg kx. Dostaneme

212 /:7']9
f va g 1+(kl‘)2

Preto L )
1
//xarctg kxdr = §x2arctg kx — / 3 JW dx
Delenim
2 (k2% 4+ 1) = Lo L
k2 k222 +1
dostaneme

1, ko 2? 1, 1
51‘ arctgkl'—/ 5 md$:§w arctgkx—ﬁ/ 1_m xr =

13: 2arct kx—ix—i— 1 1/¥dx—
2 BT Tk ) (32T

1 1 1
= §x2arctg kx — ﬂx + 572 soarctgke +c¢
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