Priklad 1. Je dana funkcia
fa) = 2L
2243

a, Napi§te rovnicu doty¢nice ku grafu funkcie v bode [?,0].
b, Najdite intervaly monoténnosti a lokélne extrémy funkcie f.
, Vypocitajte

o

lim (),

T—r—00

a tiez limitu v kazdom stacionarnom bode funkcie f.
Napiste cely postup rieSenia.

Riesenie
a, Ak f(z) =0, tak

To je prave vtedy, kedx
Bod dotyku je teda [1

)

1.
0].

Rovnica doty¢nice je

y70:i(z71).

b,
2
foo —rt+ 243
f (:C) - (.1'2 + 3)2
f'(x) = 0 prave vtedy, ked —2?+22+3 = 0. Staciondrne body st body z; = —1,
axg = 3.

Funkcia f/(x) je na R spojitd, preto na intervaloch (—oco,—1), (—1,3) a (3,00)
nemeni znamienko.
£(=10) <0, f'(0) > 0 a f/(10) < 0.
Preto je f rastiica na intervale [—1,3] a klesajiica na intervaloch (—oo,—1] a
[3, 00).
Stacionarny bod xz; = —1 je bod OLMIN Stacionarny bod x2 = 3 je bod OL-
1 1
MAX. f(-1) = —=, f(3) = =.
2 6
C,
z—1
T—lriloo 243 =0
V stacionarnych bodoch je funkcia f spojitd a teda limity su rovné funkénym
hodnotam,
z—1 1 .o —1 1

lim —— = , im =—.
z—-17224+3 2 t—=322+3 6



e 4 .32n —1)"
Priklad 2. Je dany rad Z #

24n
n=2
a, Vypocitajte sucet radu.

b, Uvazujeme rad s konstantou k£ namiesto 3,

<42 (<1
Z 924n :

n=2

Zistite pre ktoré hodnoty konstanty k£ rad konverguje a pre ktoré diverguje.

¢, Rozhodnite, ¢i konverguje alebo diverguje rad

i n?+3n+1)"

(2n + 1)2n

n=1

Napiste cely postup rieSenia.

Riesenie
a, Rad rozdelime na sicet dvoch geometrickych radov

oo (oo}
4.3 (-1)
- _|_ =~ 7
Z 4n Z 4n
n=2 2 n=2 2
V kazdom ndjdeme prvy ¢len radu a kvocient.
4-34 _ 81 9 1 -1

aplr = QQ:TG.

= e "Ti "™

Pretoze |q1] < 1 aj |g2] < 1, oba geometrické rady konvergujii. Ich sicty si

i4-32”_§ 1 81
20n 64 1- 2 28

n=2
i (=)™ 1 11
24n 256 14 L 16-17
n=2 1
Celkovy stucet je
81 1
28 16-17
) L > 4. k,2n
b, Kvocient geometrického radu Z an
n=2
je
K2 k2

Rad konverguje prave ked |¢| < 1, a to je ked k € (—4,4).

Pre k ¢ (—4,4) rad diverguje. To isté plati aj pre cely rad z casti b.

¢, Pouzijeme Cauchyho kritérium.

bm F (n?+3n+1)" i (n*+3n+1) n?+3n+1

oo @n+ 12" nbeo (2n+1)2 noeo 4n2 +dn+1

a preto rad konverguje.

1

4

<1

)



Priklad 3. N&jdite dve rozne primitivne funkcie k funkecii
f(z) = 2* - arcsin z.

Napiste cely postup rieSenia.

RieSenie
Pocitame
/,7:2 -arcsinz dz
metodou per partes. Volime = a2, g = arcsin .
Dostaneme f= 1 x> g = —
377 V1 — 22
Preto
1 1 . 1
2 : 3 . 3
x“ - arcsinx dr = = x° - arcsinx — -z ——=du.
/ 3 / 3 V1—22
Integral

/ 1 4 1
-z’ ———=dx
3 V1— 22
pocitame pomocou substitiicie

y=1-2z2 dy = —2x dx.

(K spréavnemu rieseniu vedie aj ind substiticia, napriklad y = v/1 — x2.)

Pri nej je
=1-y
Dostaneme
1 4 1 1/ 1 1/ 1
7$.7dx:_7 1_ -7d = — — _— d:
/3 T 5 (y)\/ﬂy 5 ﬁﬂy

1 2 1 1

Dosadenim dostaneme

1 1 1
/:172~arcsin:cdz =3 x3 - arcsinz + g\/l —xz? - 9 (1—-2a?)3+c

V otézke sa pytame na dve rozne primitivne funkcie, staci teda zvolit dve rozne
konstanty ¢, napriklad ¢ =0 a ¢ = 1 a dostaneme

1 1 -
Fi(z) = = 2 - arcsinz + §\/1 —z?2 - §\/(1 —x2)3,

1 1 1 -
Fy(z) = 3 z3 - arcsin z + g\/l —x2 — 6\/(1 —22)3 + 1.

(Iné dvojice volby konstanty ¢ si samozrejme tiez spréavne.)

W =



Priklad 4. Pouzitim vhodnej substiticie vypocitajte integral

8 3
/ ve dx.
0

14+

Napiste cely postup rieSenia.

Riesenie
Pouzijeme substiticiu

=13, dz = 3y dy.

Nové hranice budi 0 = v/0 a 2 = /8.
Po nej dostaneme

3

2 2
Yy 2 3y
3y’dy = dy =
/01+y3yy /ol+y3y

2 1 , 2
:3/ 1-— ~dy = 3y —3/ ——dy
A A e A

Integrovani racionalnu funkciu rozlozime na elementérne zlomky.
Polyném 1 + y> m4 len jeden redlny korei, a to 1 = —1. Po rozklade na siéin
(napr. Hornerova schéma, alebo delenie (1 + %) : (y + 1)) dostaneme

1+ =@+ —y+1).

Preto
A By+C
T+y3 y+1 y2—y+1
7 rovnosti
1=Al* —y+1)+By+CO)y+1)
vypocitame

A=l p=-1c=2
Teda integrujeme

2 2
1 1 y—2
3/ 7rdy=/ - dy =
o 1493 o Y+l yr-y+1

1 [?2y—1-3 1 3
= 12-= | Z—Zdy=m3—=[In|y’—y+1|24+> | ———dy=
[Iny + 1[I 2/0 i n3—5[Infy"—y+1flo+3 A1V

3

11 3+ /2 ! dy 11 3+ [arctg
— 2 [ A
2"y ) oty Vs

l\?

1 1 1 T T
= §1n3+ V3 (arctg\/g—arctg(—\/g)> = §1n3+ \/§(§ + E)

Teda

8 3
/ ﬁd—6—713—ﬁ
0



