PREDNASKA 16.

INTEGRALNY POCET

V tejto casti prednasok uvedieme zakladny koncept neurcitého a urcitého in-
tegralu funkcie jednej redlnej premenne;j.

Vsimneme si, ¢im sa neurc¢ity a urcity integral lisia a ¢o maju spolo¢né.

Zvladneme zdkladné integracné techniky a uvedieme niektoré aplikacie integralneho
poctu.

NEURCITY INTEGRAL

V kapitole venujucej sa diferencidlnemu poc¢tu sme definovali derivaciu funkcie
f. Derivacia v danom bode xg je pojem lokalny, zaloZzeny na existencii istej limity
v tomto bode.

Pre funkciu f, ktora mé derivaciu v kazdom bode intervalu I, sme zaviedli
derivéciu f’ ako funkciu definovanii na intervale I.

V tomto zmysle mozeme chapat derivovanie ako proces - operaciu, ktora kazdej
diferencovatelnej funkeii priradi jej derivaciu.

Schematicky:

f—1f

Polozme si otazku, ¢i vieme pri znalosti vysledku derivovania rekonstruovat
povodnu funkciu f.

Takito operdciu nazyvame inverzna a ak sa ndm ju podari zaviest, budeme ju
volat integrovanie.

Na zaciatok niekolko motiva¢nych prikladov.

Pre nezndmu funkciu F'(x) zavedme oznacenie

Ak teraz pozname

vieme néjst povodnu funkciu F'?

Vigsinou nam hned napadne odpoved F(x) = z2. Je samozrejme spravna, ale
nie jedind moznd. Rovnako dobrd odpoved je F(x) = 22 + 3. A zrazu mdme
nekonecne vela spravnych odpovedi, ktoré sa ale na seba ,podobaji”. Poévodnu
funkciu teda nevieme néjst jednoznacne.

A este mdzeme porozmyslat, ¢i nevieme ndjst F'(x) nejakého iného tvaru, odlisného
od 22 + ¢. To ndm, aspoil na prvy pokus, nejde.

V nasledujicej definicii pomenujeme spravne odpovede a vo vete tvrdime, ze
7iadne odpovede, odlidné od z2 + ¢, nie su.

Definicia. Nech f: I — R, pricom [ je interval. Funkciu F': I — R taku, ze pre
kazdé z € I je F'(x) = f(z), nazyvame primitivna funkcia k funkeii f.



Veta. Nech Fy, Fs: I — R su primitivne funkcie k funkcii f.
Potom Fy(z) — Fa(x) = c.
Pretoze dokaz je priamociary, uvedieme aj ten.

Dékaz. Ak Fy, Fy: I — R st primitivne funkcie k tej istej funkcii f, potom

Fi(@)=f() aj  F)=f().
Preto
(F1 — F2)'(z) = F{(z) — Fy(x) = f(z) - f(z) = 0.
Jediné funkcie, ktoré maji na intervale nulovi derivaciu si konstantné.

Teda Fi(x) — Fa(z) =c. O

Na zéklade predoslej definicie a vety, mozeme hovorit o mnozine vSetkych primitivnych
funkcii k danej funkcii f : I — R. Pritom staéi poznaf jednu primitivnu funkciu a
nou su uz urcené vsetky.

Mnozinu v8etkych primitivnych funkcii k danej funkcii nazyvame neurcity in-

tegral.
/ f(x)dx.

Znacime ju
Pretoze s mnozinami sa pracuje trochu tazkopadne, rozumieme pod oznacenim
| f(z) dz niektort z primitivnych funkeif k funkcii f a hovorime, ze

/f(ac)dx =F(z) +c.

V kapitole diferencidlny pocet sme odvodili tabulku derivécii elementarnych
funkeii. Teraz, po vymene stlpcov a malych tpravach, z nej zostavime tabulku
elementarnych neurcitych integrélov. Tu je:

Elementarne neurcité integraly.
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Vo vyssie uvedenych vzorcoch sme neuvazovali o defini¢nych oboroch funkcii. Rovnosti
platia vzdy na takom intervale I, na ktorom je definovand aj integrovana funkcia
na lavej strane rovnosti, aj primitivna funkcia na pravej strane.



Rovnako ako v diferencidlnom pocte, aj pri integrovani vyuzijeme vlastnost line-
arity.

Veta(o linearite). Nech F, G : I — R si primitivne funkcie k funkcidm f a g.
Potom funkcia oF (z) + 8G(x) je primitivna k funkcii af + Bg.

Dékaz. Priamo derivovanim aF(x) + SG(x) dostaneme

(aF(z) + fG())" = aF'(z) + BG' (z) = af(z) + Bg(x).
O

V inom oznaceni ma linearita neur¢itého integralu podobu

[af@ +pgtads=a [ f@)do+ 5 [ g(a) da.

Priklad 1.
2
/x+2cosmdmz/xdm—i—Q/cosxda::%—l—QSinm—l—c.
Priklad 2.
1 2
/\/5+%dx:/x%dx+/x_%dx:gx%—i—Qa:%—i—c.
Priklad 3.

z? ?+1-1 1

Priklad 4.

/\/1+sin2xdm:/\/Sin2$+cos2x+25inxcosxdac:
:/\/(Sinx+cosx)2dx:/|sinx—|—cos:r|dx:

{ sinz —cosx ak sinxz +cosx >0

—sinx +cosx ak sinx + cosx < 0.

Priklad 5.

1— 2
/tgzxdx:/%dx:tgxforc.

Prirodzend je otazka, ktoré funkcie maju primitivnu funkciu resp. neurcity in-
tegral.

Veta. Kazdd spojitd funkcia na intervale I md primitivnu funkciu.

Poznamenajme, ze ak je funkcia spojitd, a teda ma primitivnu, to esSte nezna-
men4, ze ju vieme aj vypocitat. Primitivna funkcia sa nemusi daf vyjadrit pomo-
cou konec¢ného poctu pouzivanych elementarnych funkcii. Prikladom takej funkcie
je e~

Ak potrebujeme primitivnu funkciu k spojitéj funkcii tohoto typu, nemdme
int moznost, ako zaviest nové pomenovanie elementdrnej funkcie. (Napriklad v
Statistike pouzivand primitivna funkcia k e=*" dostala pomenovanie erf(x) z an-
glického error function.)



