PREDNASKA 14.

KRITERIA KONVERGENCIE, POKRACOVANIE

3. Cauchyho kritérium.

Toto kritérium, ktorého autorom je francizsky matematik Augustin Louis
Cauchy (1789-1857), je zalozené na porovnan{ nezndmeho radu s radom geomet-
rickym.

Ak totiz v rade

s nezdpornymi s¢itancami a,,, povazujeme a, za n-ti mocninu kvocientu, tak
q = \/an.

Samozrejme, ak rad nie je geometricky tak pre kazdé n vznikne iny , kvocient ”
¢n. Rozhodnutie o konvergencii robime podla kvocientu limitného.

o0
Veta (Cauchy). Nech Z an je nekoneény ciselny rad s nezdpornymi ¢lenmi.
n=0
Nech existuje limita

lim {/a, =1.

n—oo

Potom
) ak 1 > 1, rad diverguje do oo,
o ak0<I<1, rad konverguje.

Vsimnime si, ze veta nehovori ni¢ o pripade [ = 1, v takom pripade pomocou
Cauchyho kritéria nevieme rozhodntt.

Priklad 1. Zistime, ¢i rad

konverguje alebo nie.

RieSenie.

lim VYa, = lim 4

n—oo n—oo
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Podla Cauchyho kritéria je rad konvergentny.
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Priklad 2. Zistime, ¢i rad

konverguje alebo nie.



RieSenie.

Wl 2n — 1\ on—1\? 4
lim a, = lim (n ) = lim<n ) =§<1.
n— oo

n—oo n—o00 3TL + 2 STL + 2

Rad je konvergentny.
Priklad 3. Zistime, ¢i rad

oo n+1n2
> (57)

konverguje alebo nie.

RieSenie.

n— o0 n— 00 n n—00 n
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n " 1\"
lim a, = lim (n+ ) = lim (n—|— ) =e>1.

Rad je divergentny.
Priklad 4. Zistime, ¢i rad

Oon
D

n=1
konverguje alebo nie.
RiesSenie.
M n M n n _ . % _ 1
g, Vo= I e = By =g < b

Rad je konvergentny.
Priklad 5. Zistime, ¢i rad

i n? + dn — 2
n=1

konverguje alebo nie.

Riesenie.

nin® 4+4n —2
lim /a, = lim nAdn— 2

n—o00 n—o00 on

Pocitaniu poslednej limity sa vyhneme pouzitim porovnavacieho kritéria.
Pretoze

nd4+4n—-2 5nd
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pouzijeme Cauchyho kritérium pre rad
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Rad

je konvergentny a teda aj rad

je konvergentny.

3. D’Alembertovo kritérium.

Dalsim z franctizskych matematickych velikdnov je Jean-Baptiste le Rond d’Alembert
(1717-1783), ktory vytvoril kritérium, zalozené na porovnani nezndmeho radu s
radom geometrickym.

Jeho metdéda je zalozend na tom, Zze v geometrickej postupnosti je kvocient
pomerom nasledujiceho ¢lena ku predchéadzajicemu.

Kritérium je zalozené na limitnej hodnote tohoto pomeru.

o0
Veta (D’Alembert). Nech Z an je nekonecny ciselny rad s nezdporngmi clenmia.

n=0
Nech existuje limita
. An+1
lim

n—oo  Ap

=1.

Potom
e akl > 1, rad diverguje do oo,
e ok 0 <[ <1, rad konverguje.

Priklad 6. Zistime, ¢i rad
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konverguje alebo nie.
RieSenie.
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Rad je konvergentny.
Priklad 7. Zistime, ¢ rad

()

Z (n?)

n=1 2
konverguje alebo nie.
Riesenie.

((nt1)1)? (n+1)%(n1)? 2
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Rad je konvergentny.



Priklad 8. Zistime, ¢i rad
i (n)(n+ 1)!
— ()

konverguje alebo nie.

Riesenie.
(n+1)!(n+2)! (n+1) n!(n+2) (n+1)!
o Ong1 )l . G et D)@n)! . (n+1)(n+2)
lim = lim ——5— = lim = lim
n—oo @y, n—ooo (n)(n+1)! n— o0 (n))(n+1)! n— 00 (2n —+ 2)(2n + ].)
(2n)! (2n)!

Rad je konvergentny.

Na zaver tejto casti poznamenajme, ze Cauchyho a d’Alembertovo kritérium si
rovnako silné.

Rozdiel v nich je len v zlozitosti vypo¢tu limity. Zatial ¢o Cauchyho zvané tiez
odmocninové kritérium je vhodné pre rady s m-tymi mocninami, d’Alembertovo
(podielové) kritérium je vhodné pre rady s faktoridlmi.

Ale nemoze sa stat, ze v priklade, kde je bezmocné jedno z nich, rozhodne druhé.
Presnejsie plati veta.

oo

Veta. Nech Z an je nekonecny ciselny rad s nezdpornymi ¢lenmi.
n=0
Nech existuje limita

lim /a, =l¢c

n—oo
a limita a
. 1
lim 2L — la.
n—oo Gy
Potom



