PREDNASKA 13.

KRITERIA KONVERGENCIE

Pretoze tloha najst sicet nekonectného radu je vo vseobecnosti tazka, pokiisime
sa aspon zistit, ¢i rad vobec nejaky konec¢ny sucet ma (je konvergentny) alebo nie
(je divergentny).

V tejto kapitolke uvedieme niekolko ¢asto pouzivanych kritérii.

1. Nutnad podmienka konvergencie.

Intuitivne je jasné, ze ak pripocitavame ¢isla a,,, ktoré si vacsie ako kladna
konstanta k, teda ak sa v kazdom kroku stcet zvacsi aspon o k, tak postupnost
ciastocnych suctov bude divergovat do nekonecna.

Aby mohol rad konvergovat, potrebujeme ¢leny a,, zmensovat pod aktikolvek
kladnu konstantu k. Teda a,, — O.

Presnejsie: (a aj bez predpokladu nezdpornosti a,,)

Ak rad .
>

n=no
konverguje, t.j. existuje konecna limita postupnosti ¢iasto¢nych stuctov
S = lim S,,
n—oo
tak aj o jeden krok oneskorend limita je rovnaks
S = lim Snfl.

n—oo

Rozdiel poslednych dvoch rovnosti je
0= lim (S, — Sp—1) = lim a,.
n—oo n—oo

(Pripomenme, ze S, = a1+ 4+ ap—1+a, aSp—1 =a1+--+an_1.)
Teda a,, musi mat limitu 0.

o0
Veta o nutnej podmienke. Nech rad Z an je konvergentny ciselny rad.
n=0
Potom

lim a, =0.
n—roo

(o]
Veta o nutnej podmienke umoznuje dokazat divergenciu radu Z an tym spésobom,
n=ngo

ze vypocitame lim a, # 0.
n—oo

Priklad 1. Zistime, ¢i rad

SRS

00
E COS
n=1

konverguje alebo nie.



Riesenie. )
Pretoze a, = cos —, pocitajme
n

1
lim cos — =cos0=1#0.
n—oo n

Rad nespiﬁa nutnd podmienku, preto je divergentny.

Treba ale hned povedat, ze ak je aj nutnd podmienka splnend, eSte to neznamena,
ze rad je konvergentny.
Ukazuje to aj nasledujuci, dolezity priklad.

Priklad 2 (Harmonicky rad). Zistime, ¢i rad

=1
2.,

n=1
konverguje alebo nie.
Riesenie.
Pocitajme
lim — =0.
n—o0o N,

Nutnéd podmienka je teda splnend.
Ukézeme, ze napriek tomu je harmonicky rad divergentny.
Pocitajme ¢iastocné stucty

1 3
S =1 So=14+-=—
1 3 2 +2 27
Dalej budeme odhadovat.
1 1 1 1 1 1
S4fl+§+§+z>1+§+z+ifza
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
=1+=-+-4+-F+=-+=-F=F+=->1+=-+(-+-)+(=F+=+=-+=-) =24+ —.
Ss +2+3+4+5+6+7+8> +2+%+4yw8+8+8+g +3

A vSeobecne

1 1 1 1 1 1 1
Spn=1cdF - d—>ld=+(-4)+-+2"H(=)=14n=.
5 tot gy > lE gt () 2 TG = g

Preto limita postupnosti ¢iastoénych siucétov je

n—oo n—roo

S = lim S, = lim (1—|—n;>=oo7

a teda, napriek splnenej nutnej podmienke, harmonicky rad diverguje do oo.



2. Porovnavacie kritérium.

Na rozdiel od nutnej podmienky je porovnéavacie kritérium urcené len pre rady
s nezdpornymi ¢lenmi a,, > 0.

Novinka je aj v tom, ze pomocou neho vieme rozhodnit nielen o divergencii, ale
aj o konvergencii porovnavaného radu.

Hlavnd myslienka je porovnat rad, o konvergencii alebo divergencii ktorého
chceme rozhodnit, s radom zndmym.

Ak znamy rad s mensimi s¢itancami diverguje, tak aj rad s va¢simi séitancami
diverguje.

Podobne ak znamy rad s vacsimi s¢itancami konverguje, tak aj rad s mensimi
(ale nezépornymi) s¢itancami konverguje.

Formalne znenie je v nasledujicej vete.

o0 o0
Veta. Nech g Qn, g b, su nekonecéné ciselné rady.
n=0 n=0

Nech ¥n > ng plati

0 < Qap < bn~
Potom:
(o] o0
o Ak rad Z an diverguje, tak aj rad Z b, diverguje.
n=0 n=0
o0 oo
o Ak rad Z b, konverguje, tak aj rad Z an konverguje.
n=0 n=0

Priklad 3. Zistime, ¢i rad
>
2
n=1 n
konverguje alebo nie.

RiesSenie.

1 . .
Polozme b, = —; a porovnajme rad zo zadania s radom
n

=1
Z712—1
n=2

O tomto rade vieme z poedoslej kapitoly, Ze je konvergentny. (A vieme aj najst
jeho stcet.)
Sucasne je

Preto aj rad

konverguje.



Priklad 4. Zistime, ¢i rad
oo
> 7=

n=1

-

konverguje alebo nie.
Riesenie.
Porovnajme rad zo zadania s radom

o ktorom vieme, zZe je divergentny.
Sucasne je

Preto aj rad

diverguje.

Vysledky prikladov 3 a 4 vime zovSeobecnit aj pre iné sucty prevratenych hodnot
mocnin 7.

o0
1
Tvrdenie. Rad E — diwerguje pre 0 < a <1, a konverguje pre o > 1.
n

n=1

Tvrdenie by sme pre 0 < «a < 1 dokéazali rovnako, ako divergenciu radu v priklade
4 a pre o > 2 tak, ako sme dokéazali konvergenciu radu v priklade 3.

Ak ste si vsimli medzeru 1 < « < 2, tak tu by sme na dékaz konvergencie
potrebovali metédu, ktori sa nauc¢ime neskor.
Priklad 5. Zistime, ¢i rad

oo

Z n+1
— nd+2n+3
konverguje alebo nie.
Riesenie.
Zrejme je
n+1 2n 2

(Zvacsili sme citatela a zmensili menovatela.)

Ale rad - -
2 1
DT P
2 2
n=1 n n=1 n
konverguje, a preto aj mensi rad
i n+1
nd+2n+3
n=1

konverguje.



o0

Z n2+1

n:1n3—|—2n+3

Priklad 6. Zistime, ¢i konverguje alebo diverguje rad

RieSenie.

Pouzijeme porovnanie

n?+1 n?

n3+2n+3 ~ n+ 2n3 + 3nd
(Zmensili sme citatela a zvacsili menovatela.)
Ale rad

6n

=1

| =

diverguje, a preto aj vacsi rad

)
n=1

S|

i n?+1
n3 +2n + 3

n=1
diverguje.

oo

Niekedy je jednoduchsia pre pouzitie porovnavacia veta v nasledujicej verzii.
oo
n=0

Veta. Nech E G, E b, su nekonecéné ciselné rady s nezdporngmi clenmi.
n=0

Nech existuje konecénd limita lim, dn _ k #0.

Potom oba rady maji rovnaky charakter konvergencie
Priklad 7. Zistime, ¢i rad

E sin —
n
n=1
konverguje alebo nie.

RieSenie.

Pocitajme limitu

. sin %
lim —* =1.
n—oo -
n
Pretoze je kone¢na a kladna, maja rady

oo oo
o1 .. 1
E sin — a tiez E —
n n

n=1 n=1

rovnaky charakter konvergencie. Ale o harmonickom rade

1
>
n=1

vieme, ze diverguje. Preto aj rad

E sin —
n
n=1
diverguje.



