
Prednáška 12.

Nekonečné rady

Defińıcia. Nech {an}∞n=0 je nekonečná č́ıselná postupnost’.
Výraz a0 + a1 + · · ·+ an + . . . nazývame nekonečný č́ıselný rad. Znač́ıme

∞∑
n=0

an.

Č́ıslo SN = a0+a1+ · · ·+aN nazývame N-tý čiastočný súčet nekonečného radu.

Pŕıklad 1. Vezmime biely obd́lžnik s rozmermi 1x2 metre. Rozdel’me ho na
polovice a jednu z nich zafarbime na čierno. Biely zvyšok opät’ rozdel’me na polovice
a jednu zafarbime na čierno. Takto pokračujeme d’alej.

Aká čast’ je zafarbená po n krokoch? A v limite pre n → ∞?

Po piatich krokoch má čierna plocha vel’kost’

S5 = 1 +
1

2
+

1

4
+

1

8
+

1

16
=

31

16
.

Po n krokoch je čierna plocha vel’kosti

Sn = 1 +
1

2
+

1

4
+

1

8
+

1

16
+ · · ·+ 1

2n−1
=

2n − 1

2n−1
,

a teda

lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

2n − 1

2n−1
= 2 · lim

n→∞

2n − 1

2n
= 2.

Defińıcia. Nech
∞∑

n=0

an je nekonečný č́ıselný rad.

Č́ıslo SN = a0 + a1 + · · ·+ aN nazývame N -tý čiastočný súčet radu.
Ak postupnost’ čiastočných súčtov {SN} konverguje, tak č́ıslo

S = lim
N→∞

SN

nazývame súčet radu a hovoŕıme, že rad je konvergentý.

Inak hovoŕıme, že rad je divergentný.

Pŕıklad 2. Majme rad

∞∑
n=1

1 = 1 + 1 + 1 + 1 + . . . .

Sn = n

lim
n→∞

Sn = ∞.

Rad
∞∑

n=1

1 diverguje do ∞.



Pŕıklad 3. Majme rad
∞∑

n=0

1

3n
= 1 +

1

3
+

1

9
+ . . . .

Sn =
1−

(
1
3

)n
1− 1

3

=
3

2

(
1−

(
1

3

)n)
lim

n→∞
Sn =

3

2

(
1−

(
1

3

)n)
=

3

2
.

Rad
∞∑

n=0

1

3n
konverguje a jeho súčet je 3

2 .

Pŕıklad 4. Majme rad
∞∑

n=0

(−1)n = 1− 1 + 1− 1 + . . . .

S0 = 1, S1 = 0, S2 = 1, S3 = 0, . . . .

lim
n→∞

Sn neexistuje.

Rad
∞∑

n=0

(−1)n = 1− 1 + 1− 1 + . . . diverguje.

Pŕıklad 5. Majme rad
∞∑

n=1

1

n(n+ 1)
.

Nájdime jeho súčet.

Riešenie.
Pretože

1

n(n+ 1)
=

1

n
− 1

n+ 1

(rozklad na elementárne zlomky), je

∞∑
n=1

1

n(n+ 1)
=

∞∑
n=1

(
1

n
− 1

n+ 1

)
.

Potom n-tý čiastočný súčet radu je

Sn =

(
1

1
− 1

2

)
+

(
1

2
− 1

3

)
+

(
1

3
− 1

4

)
+ . . . +

(
1

n
− 1

n+ 1

)
.

Po vyrušeńı rovnako vel’kých zlomkov s opačným znamienkom je

Sn =
1

1
− 1

n+ 1
a

lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

(
1

1
− 1

n+ 1

)
= 1.

Rad
∞∑

n=1

1

n(n+ 1)
konverguje a jeho súčet je 1.



Pŕıklad 6. Majme rad
∞∑

n=2

1

n2 − 1
.

Nájdime jeho súčet.

Riešenie.
Pretože

1

n2 − 1
=

1
2

n− 1
−

1
2

n+ 1
,

je

∞∑
n=2

1

n2 − 1
=

∞∑
n=2

( 1
2

n− 1
−

1
2

n+ 1

)
.

Potom n-tý čiastočný súčet radu je

Sn =

( 1
2

1
−

1
2

3

)
+

( 1
2

2
−

1
2

4

)
+

( 1
2

3
−

1
2

5

)
+ . . . +

( 1
2

n− 2
−

1
2

n

)
+

( 1
2

n− 1
−

1
2

n+ 1

)
.

Po vyrušeńı rovnakých zlomkov (všimnite si druhý zlomok v prvej zátvorke a
prvý zlomok v tretej, rozmyslite si, ktoré d’aľsie dvojice zlomkov sa ešte rušia) je

Sn =
1
2

1
+

1
2

2
−

1
2

n
−

1
2

n+ 1

a teda

lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

( 1
2

1
+

1
2

2
−

1
2

n
−

1
2

n+ 1

)
=

3

4
.

Rad
∞∑

n=2

1

n2 − 1
konverguje a jeho súčet je 3

4 .

Metóda z pŕıkladov 5 a 6 sa dá použit’ len v špeciálnych pŕıpadoch, nie všeobecne,
dokonca ani nie pre všetky konvergentné rady, ktorých n-tý člen sa dá rozložit’ na
súčet elementárnych zlomkov.

(Nefunguje napr. pre rad

∞∑
n=1

1

9n2 − 4
, o ktorom neskôr ukážeme, že konver-

guje.)



Geometrický rad

Geometrický rad je zauj́ımavý tým, že ak je konvergentný, tak vieme l’ahko
vypoč́ıtat’ jeho súčet.

Defińıcia. Nech c ̸= 0. Rad
∞∑

n=0

c qn nazývame geometrický rad.

Č́ıslo q nazývame kvocient.
Poznamenajme, že geometrický rad je nekonečný súčet geometrickej postupnosti

∞∑
n=0

c qn = c(1 + q + q2 + · · ·+ qn + . . . ).

O konečných súčtoch geometrickej postupnosti, teda o konečných geometrických
radoch vieme, že ich súčet je pre q ̸= 1

SN = c
1− qN

1− q
.

Podl’a defińıcie súčtu nekonečného radu teda potrebujeme poč́ıtat’ limitu

S = lim
N→∞

SN = lim
N→∞

c
1− qN

1− q
.

Z úvah o postupnosti qN vieme, že jej limita je 0 ak |q| < 1, nekonečno ak q > 1
a pre q ≤ −1 neexistuje. Tieto úvahy zhrnieme do vety.

Veta. Geometrický rad je konvergentný práve vtedy, ked’ jeho kvocient q spĺňa
nerovnost’ |q| < 1.

Súčet konvergentného geometrického radu je daný vzt’ahom
∞∑

n=0

c · qn =
c

1− q
.

Ak je q ≥ 1, geometrický rad diverguje do +∞.
Ak je q ≤ −1, geometrický rad diverguje.

Pŕıklad 7. Majme rad
∞∑

n=0

2

5n
.

Nájdime jeho súčet.

Riešenie. Po prepise na tvar
∞∑

n=0

2

(
1

5

)n

,

je jasné, že c = 2 a kvocient q = 1
5 .

Podl’a vzorca z Vety je

∞∑
n=0

2

5n
=

2

1− 1
5

=
10

4
=

5

2
.

Rad v pŕıklade je teda konvergentný a jeho súčet je 5
2 .



Pŕıklad 8. Majme rad
∞∑

n=2

4 ·
(
2

3

)n

.

Nájdime jeho súčet.

Riešenie. Chyták je skrytý v tom, že n nezač́ına od nuly, ale od n = 2.
Prvý sč́ıtanec v rade je teda a2 = 4 4

9 .
Toto č́ıslo vieme vyňat’ z každého sč́ıtanca, a preto je c = a2.
Kvocient q = 2

3 .
Podl’a vzorca z Vety je

∞∑
n=2

4

(
2

3

)n

=
4 4
9

1− 2
3

=
16

3
.

Pŕıklad 9. Majme rad
∞∑

n=1

22n − 3

5n
.

Nájdime jeho súčet.

Riešenie. Rad v zadańı nie je geometrický!
Vieme ho ale rozdelit’ na dva rady. Ak sú oba geometrické a konvergentné, tak

je konvergentný aj rad zo zadania a vieme vypoč́ıtat’ jeho súčet.

∞∑
n=1

22n − 3

5n
=

∞∑
n=1

22n

5n
−

∞∑
n=1

3

5n
=

∞∑
n=1

(
4

5

)n

−
∞∑

n=1

3

(
1

5

)n

.

Koeficient c je v prvom rade ca = 4
5 a v druhom cb =

3
5 (zač́ıname od n = 1).

Kvocient q je v prvom rade qa = 4
5 a v druhom qb =

1
5 .

Podl’a vzorca z Vety je

∞∑
n=1

22n − 3

5n
=

4
5

1− 4
5

−
3
5

1− 1
5

= 4− 3

4
=

13

4
.

Poznámka. Pri riešeńı sme využili fakt, že súčet (resp. rozdiel) dvoch konver-
gentných radov je konvergentný rad.

Rozmyslite si, že súčet (resp. rozdiel) dvoch divergentných radov nemuśı byt’
divergentný rad.


