PREDNASKA 6.
DIFERENCIALNY POCET, POKRACOVANIE

DERIVACIA INVERZNEJ FUNKCIE

Vysledok, ktory prezentujeme v tejto Casti, slizi na odvodenie vzorcov pre de-
rivovanie inverznych funkcii.

Uvazujme o bijektivnej funkcii f : A — B a k nej inverznej funkcii g = f=! :
B — A.

Nech bod zop € A a f(xg) = yo. Pouzijeme eSte oznacenie y = f(x)
Ak ma4 funkcia f v bode x( derivaciu, tak

T—T0 T — xg

=k.
T—=xo T — X
Predpokladajme, ze k # 0.

Potom

1 _ —1 _ -1

1, T _ o ST W) — ()
k' y=vwoy—yo vy—vo Y — Yo

Teda inverzna funkcia ma derivaciu v bode yg a

) = 7.

Veta (o derivicii inverznej funkcie). Nech f : I — J je diferencovatelnd a
bijektivna funkcia na svojom definicném intervale I. Nech f'(x) # 0 na I.
Potom inverznd funkcia f~': J — I je diferencovatelnd na intervale J a plati

U
IO = F T P

Priklad 1. Majme funkciu f(z) = e*. Inverzna funkcia je g(y) = f~*(y) = Iny.
Funkcia f mé derivaciu
fl@)=e
roznu od nuly na celom R.

Podla vety o derivovan{ inverznej funkcie je

111
/
IW=5=my = y

Priklad 2. Majme funkciu f(z) = sinz definovant na intervale I = (—

m™ T
5 %)
Inverznd funkcia je g(y) = f~!(y) = arcsiny, definovand na intervale J = (—1,1
Funkcia f mé derivaciu

f'(x) = cosz,

ktora je rozna od nuly na I = (-7, 5).



Podla vety o derivovani inverznej funkcie je

1 1

’ _ _ )
9y = cosx  cos(arcsiny)

Vyuzitim vzorca

cos’a=1-sin’a

upravime vysledok do tvaru

1 1
/
9'(y) = = :
\/1 — sin?(arcsin y) V1-y?

Priklad 3. Majme funkciu f(z) = cosz definovand na intervale I = (0,7). In-
verznd funkcia je g(y) = f~!(y) = arccosy, definovand na intervale J = (—1,1).
Funkcia f mé derivaciu

fl(z) = —sinz,
ktord je rozna od nuly na I.
Podla vety o derivovani inverznej funkcie je

, 1 1
gW) =—-—=-2 :
sin x sin(arccos y)
Vyuzitim vzorca
sin o = 1 — cos?

upravime vysledok do tvaru

1 1
’ _ _ )
g /1 — cos?(arccos y) V1—y?
Priklad 4. Majme funkciu f(z) = tgz definovani na intervale I = (-3, 7).

Inverznd funkcia je g(y) = f~!(y) = arctgy definovand na R.
Funkcia f méa derivaciu

1
fla)=—5 =1+tg

Podla vety o derivovani inverznej funkcie je
B 1 - 1 1
C 1+tg2z  1+tg2(arctgy) 1+9y2

J'(y)

Priklad 5. Majme funkciu f(z) = cotgz definovani na intervale I = (0, 7). In-
verzné funkcia je g(y) = f~*(y) = arccotgy definovans na R.
Funkcia f méa derivaciu

1
F'(@) = ——5— = —(1+ cotg %a).
sin® x
Podla vety o derivovani inverznej funkcie je
1 1 1

! — [ = — .
9 = 1+ cotg2x 1 + cotg 2(arccotg y) 1492

Predchadzajice vysledky budeme v dalSom vyuzivat ako elementérne vzorce.



GEOMETRICKY VYZNAM DERIVACIE

Derivacia funkcie f v bode z( je smernicou priamky

y — f(zo) = k(z — ),
ktori nazveme dotycnicou ku grafu funkcie f v bode [zg, f(z¢)]. Pritom k = f'(x0).
(V predchadzajicej castisme s pojmom doty¢nica pracovali na intuitivnej irovni.)

Priklad 6. Vypocitajme rovnicu doty¢nice ku grafu funkcie

flx) = V1+ a2
v bode A =1,7].

RieSenie. Otdznik znamen4, Ze k ur¢eniu bodu A staéi poznat jeho prvi stiradnicu.
Vypocitajme

f(1)=+v2.

Preto A = [1,/2].
Funkcia f méa derivaciu

Jej hodnota v bode 1 je

Rovnica dotyénice ku grafu v bode A je

yf\@:%(x—l).

Vyraz
f(@o) (2 — 20)

na pravej strane rovnice doty¢nice nazyvame prvy diferencial funkcie f v bode xg.
Znagcime ho

d(f,l’,x()) = f/(fﬂo)(l’ - ‘TO)'

Teda v rovnici dotycnice je

Y= f(il)’o) + d(f,.’L',CC())~

V pribliznych vypoctoch sa vychadza z predstavy, ze hodnota funkcie f sa blizko
bodu z( len mélo 1i8i od hodnoty na dotycnici a teda d(f,z,xo) je odhadovany
prirastok k hodnote f(zo).

Priklad 7. Vypocitajme rovnicu doty¢nice ku grafu funkcie
f(z) =sinz

v bode A = [§,?] a napfsme 1. diferencidl funkcie f v bode §.



Riesenie.
Vypocitajme

) =sin

N =

o)
SN

Preto A4 = [1, 1].
Funkcia f mé derivaciu
f/(z) = cosz.
Jej hodnota v bode £ je

1(%) = cos(%) = ?
Rovnica dotyénice ku grafu v bode A je
1 V3 T
a3 gk
Prvy diferencidl v bode § je
T V3 T
d, — —(z — ).
o, 5) = - T)

Priklad 8. Vypocitajme rovnicu doty¢nice ku grafu funkcie

fla) = 5

v bode A =7, —%] a napiSme 1. diferenciél funkcie f prislusnom bode.

Riesenie.
Teraz je neznama prva siradnica bodu dotyku A.
Pocitajme

f(x)ZQJ:—I—l _ 3

z2 -3 2
Riesenim tejto rovnice je
3
2e+1= —§(x2 —3),
a teda 3 .
2
- 2rx — = = 0.
7 T
Korene tejto kvadratickej rovnice st 1 =1 a x9 = —

Preto budeme uvazovat o dvoch bodoch dotyku Ay = [1,—2] a Ay = -1, -3].
Funkcia f mé derivaciu

Wl

fz) = 222 =3) — 2z +1)2z 222226

@82 | (-3¢

Jej hodnota v bode z1 =1 je



Rovnica dotyé¢nice ku grafu v bode A; je

3 5
2o 2 —1).
yts 2(96 )

Prvy diferencial v bode 1 je

Hodnota derivacie v bode x5 = —% je
7 45
ity =22

Rovnica doty¢nice ku grafu v bode A, je

+§——§ £C+Z
YT5 7 T 3)
Prvy diferencial v bode 1 je
7 45 7
df (3?,_3) - _E <.’E+ 3> .

V niektorych aplikdciach sa pouziva priblizny vypocet zalozeny na nahradeni
krivky jej dotyénicou v okoli bodu dotyku. Tento proces sa nazyva linearizécia.



