PREDNASKA 9.

KONVEXNOST A KONKAVNOST

Znamienko druhej derivdcie ndm déva informéciu o tvare funkcie nielen v sta-
cionarnom bode.

Ak je druha derivédcia na intervale I kladnd, tak prva derivacia rastie. Geo-
metricky to znamend, Ze smernica dotyénice je stdle vécsie ¢islo a funkcia sa teda
postupne prehyba smerom nahor. (Prikladom je funkcia z2.)

Analogicky, ak je druhd derivécia na intervale I zaporna, tak sa funkcia prehyba
smerom nadol. (Prikladom je funkcia —z2.)

Na definiciu ,priehybu” ale nepotrebujeme hovorit o derivacii.

Definicia. Nech f:I — R je funkcia definovana na intervale I.
Hovorime, ze funkcia f je na intervale I:

e konvexnd, ak V1, xo,x3 € I plati

f(z2) — f(z1) < flzs) — f(x2)
ro — I - T3 — T2
e rydzo konvexnd, ak Vx1,xs, x3 € I plati

1 < Xo < T3 =

fa2) = fla) _ fas) = fw2)
To — I T3 — T2
e konkdvna, ak Vxq, 22,23 € I plati

r1 <X <3 =

flx2) = flan) _ [flzs) = fla2)
T2 — T1 - T3 — T2
e rydzo konkdvna, ak Vaq,x9, 3 € I plati

1 <X < T3 =

f(z2) — f(x1) S f(x3) — f(x2)

T2 — T1 €T3 — T2

1 <X < T3 =

Definicia je trochu fazkopadna, existuje aj ind moznost zavedenia pojmu kon-
vexnosti a konkavnosti.

Zlomky v definicii s smernice seCnic a nerovnosti hovoria, ze pri konvexnosti
funkcie smernice rasti, a pri konkdvnosti klesaju.

V limitnom prechode dostaneme zo zlomkov derivicie a zo setnic doty¢nice.
Preto:

Veta (konvexnost a 1. derivécia). Nech f: I — R je funkcia diferencovatelnd
na intervale I.

Potom:

o funkcia f je konveznd na I < f'(x) je na I neklesajica,
e funkcia f je konkdvna na I & f'(z) je na I nerastica,
e ak je f'(x) na I rastica, tak f je rijdzo konvexnd na I,
e ak je f'(x) na I klesajica, tak f je rgdzo konkdvna na I.



Rast alebo klesanie funkcie f’ vieme popisat pomocou druhej derivéicie. Preto:
Veta (konvexnost a 2. derivacia). Nech f: I — R je funkcia dvakrdt diferen-
covatelnd na intervale I.

Potom:

e ak je f"(x) >0 na I, tak f je rydzo konvexnd na I,
e ak je f"(x) <0 nal, tak f je rydzo konkdvna na I.

Priklad 1. N§jdime intervaly konvexnosti a konkavnosti funkcie
flx) =¢€".

Riesenie.
Defini¢ny obor funkcie f je Dy = R.
Derivécia aj druhd derivacia funkcie f je

fl@) = f"(z) =e".
Pretoze e” > 0 na celom R, je funkcia f (rydzo) konvexnd na R.

Tak, ako je zvykom, v dalSom texte budeme slovo rydzo vynechavat a budeme
hovorit o konvexnosti a konkavnosti.

Priklad 2. N§jdime intervaly konvexnosti a konkavnosti funkcie

Riesenie.
Defini¢ny obor funkcie f je Dy = R{.
Vypocitajme jej druhu derivéaciu.

f@) = 5o,
f(x) = —ix_%.

f" nie je definovand v bode 0, a na intervale (0,00) je —ix’% < 0, preto
je funkcia f (rydzo) konkdvna na RT. Pretoze je f spojitd v bode 0, mézeme

konkavnost rozsirit aj do krajného bodu 0.

Priklad 3. Najdime intervaly konvexnosti a konkavnosti funkcie

f(z) =23 — 3.
Riesenie.
Defini¢ny obor funkcie f je Dy = R.
Derivécia

f(z) = 32* - 3.



Druhé derivacia je

" (x) = 6.

Druhé derivacia je nulova len pre zy = 0.

Na intervale (—o0,0) je f”(z) < 0, a na intervale (0, 00) je f”(z) > 0.

Preto je f konkdvna na intervale (—oo,0) a konvexnd na intervale (0, 00). (Oba
intervaly sa daju vdaka spojitosti rozsirif na intervaly uzavreté v nule.)

V poslednom priklade sa v bode 0 zmenil typ priehybu funkcie, konkédvnost sa
zmenila na konvexnost.
Takéto body budeme volat inflexné.

Definicia. Nech f: I — R je funkcia dvakrét diferencovatelné na intervale I.
Bod xg, v ktorom je f”(xg) = 0 a existuju ¢isla a < xg < b také, ze f” mé na
intervaloch (a,zg) a (xg,b) rozne znamienka, nazyvame inflexny bod funkcie f.

Poznamenajme, Ze na to, aby bol bod inflexny, nestaci, aby f(0) = 0, musi sa
pri prechode bodom xy zmenit znamienko druhej derivacie.

Priklad 4. N§jdime intervaly konvexnosti a konkavnosti a inflexné body funkcie
flz) = (2% +1)e .

RieSenie.
Definiény obor funkcie f je Dy = R.
Derivacia
1 —xz? 2 —z? 3 —a?
fi(z) =2ze™ 4+ (z°+1)e ® (—22) = —2z°e " .

Druhé derivacia je

F(x) = 622" +date™™ = 2?(42% — 6)e " .
Druh4 derivéacia je nulovd pre z; = —\/g, zo=0ax3=,/3.
Na jednotlivych intervaloch dostaneme: f” je kladné na —oo, — %) ana ( %, 00)

a z4porni na (—\/g, 0) a (0,4/2).
Preto body z; = —\/g ars= \/g st inflexné body, ale x5 = 0 nie.
Funkcia f je konvexnd na intervaloch (—oo,—\/g] a [\/g,oo), konk4vna na

intervale [— \/g, \/g} .

(Intervaly sme rozsirili pomocou spojitosti a rozsirenim do nuly vznikol jeden
interval konkdvnosti z dvoch pévodnych.)



