PREDNASKA 8.

DIFERENCOVATELNA FUNKCIA NA UZAVRETOM INTERVALE

V tejto casti uvedieme dve vlastnosti funkcii, ktoré majui derivaciu na uzavretom
a ohrani¢enom intervale I = [a, b].

Obe spolu suvisia, st pomenované po svojich autoroch a v oboch pripadoch je
uzitoénd fyzikélna predstava o derivécii funkcie ako okamzitej rychlosti.

Veta Rolleho. Nech funkcia f : I — R je diferencovatelnd na celom intervale
I =[a,b]. Nech f(a) = f(b).
Potom existuje taky bod c € (a,b), Ze

I'(e) =0.

VoIne povedané, ak mé funkcia na oboch krajoch rovnaki hodnotu, a je diferen-
covatelnd, tak ma v niektorom vnitornom bode vodorovni doty¢nicu.

(Tento bod je sucasne bodom lokdlneho extrému.)

Na Rolleho vetu sa mozeme pozriet aj tak, ze premennt x interpretujeme ako
¢as a funkéné hodnoty f(z) ako polohu.

Veta teda hovori: Ak tvoj pohyb skon¢il na tom istom mieste ako zacal, tak
bud si cely ¢as stdl (konstantng funkcia), alebo si v nejakom okamihu 2 = ¢ zastal
(nulovd derivécia) a otocil sa.

Veta Lagrangeova. Nech funkcia f : I — R je diferencovatelnd na celom inter-
vale I = [a,b].
Potom existuje taky bod c € (a,b), Ze

—a

D’Alembertova veta trochu menej predpoklada a aj tvrditrochu menej ako Rolleho
veta.

D4 sa ale ukazat, ze Lagrangeova veta je v skutocnosti Rolleho veta pre trochu
upravenu funkciu g

o(@) = 1) (@ - ) 7O 1)
Naoraj (8) = £(8) — (b — )T DD pa) - gia)
Preto existuje bod ¢ € (a,b) v ktorom je
g =0~ 10T _
a teda
o - L=t

Z pohladu pohybu interpretujeme derivaciu ako okamziti rychlost a zlomok
f(b) = f(a)
b—a

Veta teraz hovori, Ze poc¢as pohybu z bodu f(a) do bodu f(b) si sa v niektorom
okamihu ¢ musel pohybovat presne priemernou rychlostou.
S Lagrangeovou vetou sa este stretneme v kapitole o ur¢itom integrali.

ako priemernu rychlost za ¢as b — a na vzdialenosti f(b) — f(a).



DERIVACIE VYSSiCH RADOV

Ak sme v predchadzajicej ¢asti interpretovali deriviciu ako rychlost (zmenu
polohy v ¢ase), tak derivdciu derivicie mozeme interpretovatl ako zmenu rychlosti
v case.

Geometricku interpretaciu si nechdme na neskor.

Predpokladajme, ze mame funkciu f, ktord je diferencovatelnd na intervale I. Jej
derivdciu f'(x) ozna¢me ako g(x), g : I — R. Ak je aj funkcia g diferencovatelnd na
intervale I, tak jej derivaciu ¢’(z) nazveme druhd derivécia funkcie f na intervale
I a oznacime f”.

Priklad 1. Majme funkciu
f(z) = 2% — 3.

Této ma derivaciu na celom svojom definicnom obore Dy = R, a

f(z) = 32% — 3.

Pretoze f’ je tiez diferencovatelnd funkcia je na celom R

' (z) = 6.

Definicia. Nech f:I — R je funkcia definovand, na intervale I.

Oznaéme fl%(z) = f(x) (indexom hore budeme é&fslovat pocet derivcif).

Nech k € N je prirodzené ¢islo.

Ak je funkcia f*=1 : T — R diferencovatelna na intervale I, tak jej derivéciu
(f[’“_l])/ : I — R nazjvame k-ta derivicia funkcie f a znacime fI*¥l: T — R.

Poznamenajme, ze pri nizsich derivacidch sa ich pocet oznacuje Casto poctom
¢iarok namiesto ¢isla k.

Mohli sme tiez postupovat ako v pripade prvej derivécie a zaviest vyssie derivacie
najprv v bode xy a az potom na intervale I.

Priklad 2. Funkcia
flz)=a°

je diferencovatelnd na celom R a jej derivécie st
f'(x) = 5,
f(x) =4 52% = 202°,
" (x) =3-4-52% = 602,
f"(x)=2-3-4-5z =120,
f""(@)=1-2-3-4-5=120,
f¥(z) =0, pre k > 5.
Otazka na zamyslenie: Existuje aj ina funkcia, ktord ma deriviciu na celom R
rovnu 0, ako je konstantnd? (Pouzite Lagrangeovu vetu.)

7 odpovede plynie druhd otdzka: Existuje funkcia, ktord m& pre niektoré k
derivéciu f*! = 0 na celom R a nie je polynomicka?



Priklad 3. Funkcia
f(z)=e"

je diferencovatelnd na celom R a jej derivécie su

f[k](x) =e", pre kazdé k € N.

Priklad 4. Funkcia

f(z) =sinx

je diferencovateInd na celom R a jej derivécie st
f'(x) = cosz,

f"(x) = —sinz,

f"(z) = —cosx,

J"" () = f (@) = sinz,

) = 159 ), pre k>4

Priklad 5. Funkcia
f(z)=Inz

je diferencovatelnd na celom R a jej derivécie si

fa)=1,
(e =~ 5,
@) = =,
) = 22,
(—1) (k = 1)!



DRUHA DERIVACIA A LOKALNE EXTREMY

V tejto casti ukazeme, ako suvisi pojem druhej derivacie s rozhodovanim, ¢i
staciondrny bod je aj bodom lokédlneho extrému. A ak ano, tak akého.

Ak si predstavime lokdlne minimum diferencovatelnej funkcie f v bode zy na
grafe ako dno jamy, tak je zrejmé, ze pred bodom xzg funkcia klesd a teda jej
derivacia je zdpornd a za nim rastie a jej derivécia je kladna. To vieme docielit
napriklad tak, ze derivacia je rastica a v bode xg nulova.

Ak ma f aj druhu derivdciu v bode xg, tak z rastu prvej derivécie plynie, Ze
druha musi byt kladna.

Podobné tvahy sa daju zopakovat aj pre lokdlne maximum a jeho predstavu ako
vrcholu kopca, kedy musi byt druhé derivacia v bode xg zdporn4.

( Pre uplnost a korektnost poznamenajme, Ze nase predstavy dna jamy resp.
vrcholu kopca nie sii vSeobecné, a podmienka zahrnutéd do vety nizsie nie je nutna.)

Veta (o lokdlnych extrémoch II). Nech f: I — R je funkcia dvakrdt diferen-
covatelnd na intervale I. Nech xg € I je jej staciondrny bod.

Potom ak

o ["(x0) >0, tak f md v bode x¢ ostré lokdlne minimum,
o f"(xg) <0, tak f md v bode xq ostré lokdlne mazimum.

Priklad 6. Najdime lokdlne extrémy funkcie

f(z) = 2t — 423 + 422

Riesenie.
Vypocitajme

f(z) = 42 — 1227 + 8.

Jej nulové body 1 = 0, 2 = 1, 3 = 2 st staciondrne body funkcie f.
Pomocou znamienka druhej derivécie v stacionarnych bodoch rozhodneme, ktory
z nich je bodom lokalneho extrému a akého.

Pretoze

f(x) = 1222 — 242 + 8,

je

f7(0) =8 >0 a x; =0 je teda bod ostrého lokdlneho minima,
f"(1) = —4 <0 ax2 =1 je teda bod ostrého lokalneho maxima,
f"(2) =8 >0 a xz3 = 2 je teda bod ostrého lokélneho minima.

Hodnoty lokélnych minim st f(0) = 0 a f(2) = 0. Hodnota lokélneho maxima
je f(1) =1



Priklad 7. Najdime lokdlne extrémy funkcie

T
f(x) = e
RiesSenie.
Vypocitajme
Inz—1
/
r)= —5—
f(@) In? z

Stacionarny bod funkcie f je bod xzy = e.

Pretoze Lo )
~In“z— (lnx—1)2Inz- =
f//(x): = 1 L,
In*z
je
1n?e— (Ine—1)2lne-* 1 .
f'(e) = < o € = — > 0 a teda bod zy = e je bodom
n“e e

ostrého lokalneho minima.

Priklad 8. Najdime lokédlne extrémy funkcie
f(z) =a*.

Kazdému je jasné, ze funkcia je vsade kladn4, len v bode 0 ma hodnotu f(0) = 0.
Preto je 0 bodom ostrého lokélneho minima. (V tomto pripade aj absolitneho
minima.)

Ak ale poéitame f'(z) = 423 a f(z) = 1222, tak v staciondrnom bode zg = 0
je f(0) = 0 a teda Veta z tejto kapitoly ndm nedéva ziadnu odpoved.

Problém: Dala by sa Veta nejako vylepsit, tak aby pomohla aj v priklade 8?



