
Prednáška 3.

Limita funkcie, pokračovanie

Porovnávanie a limita

Je prirodzené očakávat’, že väčšia funkcia má väčšiu limitu. Presneǰsie

Veta (o porovnańı).
Nech f : A → R, h : A → R, pričom f(x) ≤ h(x).
Nech existujú limity lim

x→x0

f(x) = L1 a lim
x→x0

h(x) = L2.

Potom L1 ≤ L2.

Táto prirodzená veta má dva užitočné dôsledky.

Veta (o dvoch policajtoch).
Nech f : A → R, g : A → R, h : A → R, pričom f(x) ≤ g(x) ≤ h(x).
Nech existujú limity lim

x→x0

f(x) = lim
x→x0

h(x) = L.

Potom aj lim
x→x0

g(x) = L.

Veta (o vynulovańı ohraničenej).
Nech f : A → R, g : A → R.
Nech existuje limita lim

x→x0

f(x) = 0, a nech je funkcia g(x) ohraničená.

Potom lim
x→x0

f(x) · g(x) = 0.

Preč́ıtané l’udskou rečou, prvý dôsledok hovoŕı, že ak dve funkcie majú rovnakú
limitu, tak každá funkcia medzi nimi má tú istú limitu.

Druhý dôsledok hovoŕı o súčine, ak jeden činitel’ ide k nule a druhý je ohraničený,
tak súčin ide tiež k nule.

Pŕıklad 9. Vypoč́ıtajme limitu

lim
x→0

sinx

x
.

Riešenie.
Argumentáciu urob́ıme len pre x > 0, pre x záporné sa odhady odvodia rovnako.
Najprv využijeme nerovnost’

sinx ≤ x

a z nej dostaneme
sinx

x
≤ 1.

Na druhej strane

x ≤ tg x =
sinx

cosx

(táto nerovnost’ plat́ı pre 0 ≤ x < π
2 )

a preto

cosx ≤ sinx

x
.



Pretože

cosx ≤ sinx

x
≤ 1

a
lim
x→0

cosx = 1 = lim
x→0

1,

z vety o dvoch policajtoch dostaneme, že

lim
x→0

sinx

x
= 1.

Tento výsledok budeme v d’aľśıch výpočtoch použ́ıvat’ bez opakovaného odvod-
zovania.

Pŕıklad 10. Vypoč́ıtajme limitu

lim
x→0

sin 2x

5x
.

Riešenie.

lim
x→0

sin 2x

5x
= lim

x→0

sin 2x

2x
· 2
5
=

2

5
.

V poslednom kroku sme využili, že ak x → 0 tak aj 2x → 0. Tento krok bude
obsahom všeobecneǰsej vety o limite zloženej funkcie.

Pŕıklad 11. Vypoč́ıtajme limitu

lim
x→0

x sin
1

x
.

Riešenie.
Poč́ıtame limitu súčinu dvoch funkcíı, z ktorých jedna má limitu nula

lim
x→0

x = 0,

a druhá

−1 ≤ sin
1

x
≤ 1

je ohraničená v prstencovom okoĺı nuly (dokonca na celom R \ {0}). Preto

lim
x→0

x sin
1

x
= 0.

(Všimnime si, že samotná funkcia sin
1

x
v nule nemá limitu. Nakreslite si obrázok

vhodným softvérom.)

Veta (o limite zloženej funkcie). Nech f : A → B, g : B → R . Nech

• existuje limita lim
x→x0

f(x) = y0,

• existuje limita lim
y→y0

g(y) = L,

• f(x) ̸= y0 na nejakom prstencovom okoĺı O◦
δ (x0).

Potom lim
x→x0

g(f(x)) = lim
y→y0

g(y) = L.



Pŕıklad 12. Vypoč́ıtajme limitu

lim
x→1

√
x2 + 2x− 3

x2 − 1
.

Riešenie.
Poč́ıtame limitu zloženej funkcie. Vnútorná zložka je funkcia

f(x) =
x2 + 2x− 3

x2 − 1

jej limita je

lim
x→1

x2 + 2x− 3

x2 − 1
= lim

x→1

(x− 1)(x+ 3)

(x− 1)(x+ 1)
= lim

x→1

x+ 3

x+ 1
= 2.

Vonkaǰsia zložka je funkcia
g(y) =

√
y.

Teraz
lim
y→2

√
y =

√
2.

Preto

lim
x→1

√
x2 + 2x− 3

x2 − 1
=

√
2.

( Všimnime si, že je splnená aj tretia, technická podmienka, že
x2 + 2x− 3

x2 − 1
̸= 2

v okoĺı bodu x = 1.)

Nevlastná limita

Vo vete o výpočte sme predpokladali, že všetky limity sú vlastné. (Teda č́ısla.)
V nasledujúcej vete budeme riešit’ situáciu, ked’ jedna z funkcíı má limitu ∞,

alebo −∞.
Budeme sa zaoberat’ len pŕıpadom ∞, druhá možnost’ sa ĺı̌si len znamienkom.

Veta (o výpočte pre nevlastnú limitu). Nech f : A → R, g : A → R.
Nech existuje limita lim

x→x0

f(x) = +∞.

Potom

◦ ak je funkcia g(x) ohraničená zdola, tak lim
x→x0

f(x) + g(x) = +∞,

◦ ak je funkcia g(x) ohraničená zdola kladnou konštantou, tak
lim

x→x0

f(x) · g(x) = +∞,

◦ lim
x→x0

1

f(x)
= 0.

(Skúste porozmýšl’at’, prečo požadujeme v prvom pŕıpade ohraničenie zdola a v
druhom muśı byt’ ohraničenie zdola kladnou konštantou.)



Pŕıklad 13. Vypoč́ıtajme limitu

lim
x→∞

x+
1

x
= ∞.

Pŕıklad 14. Vypoč́ıtajme limitu

lim
x→0+

x+
1

x
= ∞.

Pŕıklad 15. Vypoč́ıtajme limitu

lim
x→∞

x · arctg x = ∞.

Pŕıklad 16. Vypoč́ıtajme limitu

lim
x→∞

1

xn
= 0.

Pŕıklad 17. Vypoč́ıtajme limitu

lim
x→∞

x2 + 2x− 1

x3 − 3x2 + 5
.

Riešenie.

lim
x→∞

x2 + 2x− 1

x3 − 3x2 + 5
= lim

x→∞

x2
(
1 + 2

x − 1
x2

)
x3

(
1− 3

x + 5
x3

) = lim
x→∞

1

x
· lim
x→∞

(
1 + 2

x − 1
x2

)(
1− 3

x + 5
x3

) = 0.

Pŕıklad 18. Vypoč́ıtajme limitu

lim
x→∞

x4 + 3x2 − 2x+ 1

x3 − 3x2 + 5
.

Riešenie.

lim
x→∞

x4 + 3x2 − 2x+ 1

x3 − 3x2 + 5
= lim

x→∞

x4
(
1 + 3

x2 − 2
x3 + 1

x4

)
x3

(
1− 3

x + 5
x3

) = lim
x→∞

x· lim
x→∞

(
1 + 3

x2 − 2
x3 + 1

x4

)(
1− 3

x + 5
x3

) = ∞.

Pŕıklad 19. Vypoč́ıtajme limitu

lim
x→∞

2x4 + 3x2 − 2x+ 1

3x4 − 3x2 + 5
.

Riešenie.

lim
x→∞

2x4 + 3x2 − 2x+ 1

3x4 − 3x2 + 5
= lim

x→∞

x4
(
2 + 3

x2 − 2
x3 + 1

x4

)
x4

(
3− 3

x2 + 5
x4

) = lim
x→∞

(
2 + 3

x2 − 2
x3 + 1

x4

)(
3− 3

x2 + 5
x4

) =
2

3
.

Úloha. Zamyslite sa a sformulujte všeobecné pravidlo pre poč́ıtanie limity
podielu dvoch polynómov v ∞.



Ako doplnok uved’me ešte vlastnost’:

Veta. Nech f : A → R.
Nech existuje limita lim

x→x0

f(x) = 0 a nech f(x) > 0 na nejakom prstencovom okoĺı

O◦
δ (x0).

Potom lim
x→x0

1

f(x)
= +∞.

Pŕıklad 20. Vypoč́ıtajme limity

lim
x→0

1

x2n
= ∞,

lim
x→0+

1

xn
= ∞,

lim
x→0−

1

xn
=

{ −∞ pre n nepárne

∞ pre n párne.

(a teda pre nepárne n lim
x→0

1

xn
neexistuje.)


