PREDNASKA 3.
LIMITA FUNKCIE, POKRACOVANIE

POROVNAVANIE A LIMITA
Je prirodzené ocakavat, ze véacsia funkcia m4 vécsiu limitu. Presnejsie

Veta (o porovnani).
Nech f: A— R, h: A— R, pricom f(x) < h(zx).
Nech ezistuji limity ILm f(x)=L1 a 1Lm h(z) = Lo.
T—x0 T—x0

Potom Ly < Ls.

Tato prirodzena veta ma dva uzitotné désledky.

Veta (o dvoch policajtoch). Nech f: A— R, g: A— R, h: A— R, pricom
f(x) < g(x) < h(z). Nech existuji limity lim f(x) = lim h(x) = L.
T—xo T—xTo

Potom aj lim g(z) = L.
T—rT0o

Veta (o vynulovani ohranicenej). Nech f: A— R, g: A — R . Nech existuje
limita lim f(x) =0, a nech je funkcia g(x) ohranicend.
Tr—x0

Potom lim f(x)-g(z)=0.
r—rxo

Precitané Tudskou recou, prvy doésledok hovori, ze ak dve funkcie maji rovnaki
limitu, tak kazd4 funkcia medzi nimi m& t istd limitu.

Druhy doésledok hovori o stic¢ine, ak jeden ¢initel ide k nule a druhy je ohraniceny,
tak stucin ide tiez k nule.

Priklad 9. Vypocitajme limitu

sinx
lim
x—0 X

Riesenie.
Argumentdciu urobime len pre z > 0, pre x zadporné sa odhady odvodia rovnako.
Najprv vyuzijeme nerovnost

sinx <=z
a z nej dostaneme
sin x
<1
x
Na druhej strane
sinx , ; ™
r<tgx= (tdto nerovnost plati pre 0 < x < —)
cos T 2
a preto
sinx
cosr < ——.



Spojenim odvodenych nerovnosti dostaneme ze
sin x
cosr < — < 1.
T

Pretoze limity krajnych funkcii v nerovnosti su rovnaké

limcosz=1 aj liml=1,
z—0 x—0

z vety o dvoch policajtoch dostaneme, ze

. sinz
lim =1.
x—0 I

Tento vysledok budeme v dalsich vypoctoch pouzivat bez opakovaného odvod-
zovania.

Priklad 10. Vypocitajme limitu

sin 2x

x—0 51’
Riesenie.

sin 2x . sin2z 2 2
im = lim ==,
z—0 Bx z—0 21 5 5

V poslednom kroku sme vyuzili, ze ak x — 0 tak aj 2z — 0. Tento krok bude
obsahom vSeobecnejsej vety o limite zlozenej funkcie.

Priklad 11. Vypocitajme limitu

. .1
lim zsin—.
x—0 x

RieSenie.
Pocitame limitu su¢inu dvoch funkcii, z ktorych jedna m4 limitu nula

lim x =0,
x—0
a druha
o1
—1<sin—<1
T

je ohranicena. Preto

. 1
lim xsin — = 0.
x—0 x

(Vsimnime si, ze samotnd funkcia sin — v nule nemd limitu. Nakreslite si obrdzok
x

vhodnym softvérom.)



Veta (o limite zlozenej funkcie). Nech f: A— B, g: B— R . Nech

e cxistuje limita lim f(z) = yo,
T—T0
o cristuje limita lim ¢(y) = L,
Y—Yo
o f(x) # yo na nejakom prstencovom okoli OF(zg).

Potom xli)nagu g(f(x)) = yli)ﬂylo gly) = L.

Priklad 12. Vypocitajme limitu

. 22 +2x -3
lim —
x—1 €Tre — 1

Riesenie.
Pocitame limitu zlozenej funkcie. Vnutornd zlozka je funkcia

2?2 +22 -3
M) ==
Jej limita je
> +20-3 . (z-1) x+3
lim = lim = =
r—1 x2 —1 r—1 (:L’ 1)( ]_) z—1 1 + 1

Teraz pre yo = 2 je

iy Vi = V2

[a2 422 -3
lim 796‘;‘” — V2.
z—1 x4 —1

( Vsimnime si, Ze je splnend aj tretia, technickd podmienka, ze

v okoli bodu z = 1.)

Preto

2 +2x—3

2 —1

#2



NEVLASTNA LIMITA

Vo vete o vypocte sme predpokladali, ze v3etky limity sd vlastné. (Teda ¢isla.)

V nasledujicej vete budeme riesit situdciu, ked jedna z funkcii mé limitu oo,
alebo —o0.

Budeme sa zaoberaf len pripadom oo, druhd moznost sa 1isi len znamienkom.

Veta (o vypocte pre nevlastnid limitu). Nech f: A— R, g: A — R.
Nech existuje limita lim f(x) = +o0.
Tr—xo

Potom
o ak je funkcia g(x) ohranicend zdola, tak ILm f(z)+ g(x) = 400,
xr o)

o ak je funkcia g(x) ohranicend zdola kladnou konstantou, tak
le f(x)-g(x) =400,
xr o

lim —— =0.
° Ii}HIl() ({L‘)

(Skiste porozmyslat, preco pozadujeme v prvom pripade ohranic¢enie zdola a v
druhom musi byt ohranicenie zdola kladnou konstantou.)

Priklad 13. Vypocitajme limitu

. 1
lim =z + — = co.
T — 00 T

Priklad 14. Vypocitajme limitu

. 1
lim =z + — = oo.
r—0+ x

Priklad 15. Vypocitajme limitu

lim x - arctgax = cc.
Tr—r0o0

Priklad 16. Vypocitajme limitu

Priklad 17. Vypocitajme limitu

RieSenie.
21941 2 1+2_L 1+2_L
lim 227 o DT 5 g Lo, UFemm)

z%oom3—3x2+5:mlﬁnc}ox3(17



Priklad 18. Vypocitajme limitu

oot 4322241
lim
z5oo a3 —3x24+5

RiesSenie.
ot 43?20 +1 2 (I+Z-F4+5H) . +3 -2
lim 3 5 = lim 3 = = lim z- lim 3 =
r—oo % —3x°+5 r—00 ﬂfg(lfgﬁ»z—g) T—00 T—00 (17;+F
Priklad 19. Vypocitajme limitu

o224+ 322 - 2241

lim

z—oo  3rt—322+5
RieSenie.
lim 224 + 322 — 22+ 1 — lim x4(2+x%f%+%4) i (2+ —%er%) _
z—oo 3zt —3x2+5 zo0  pd (3_%4_%) 500 (3_%4_157)

Uloha. Zamyslite sa a sformulujte vSeobecné pravidlo pre pocitanie limity

podielu dvoch polynémov v oco.

Ako doplnok uvedme este vlastnost:

Veta. Nech f: A— R.

Nech existuje limita im f(z) =0 a nech f(x) > 0 na nejakom prstencovom okoli

T—rTo

Og(l'o).

Potom lim —— = +o0.

T—T0 f(x)
Priklad 20. Vypocitajme limity

) 1
lim — = oo,
z—0 12"
lim — = oo,
z—0+ "
. 1 —00 pre n neparne
m — =
z—0— g™ 00 pre n parne.

1
(a teda pre nepdrne n lim — neexistuje.)
r—0 ™



