PREDNASKA 2.

LIMITA FUNKCIE

Okrem mnoziny realnych ¢isel R budeme pouzivat aj rozsirenti mnozinu redlnych
¢isel R* = RU{—o00,00}. Pretoze znaky +oo nie su ¢isla, prvky mnoziny R* budeme
volat body.

Predstavte si, ze kontinudlne meriate nejaku veli¢inu a v danom ¢asovom tseku
Vam chyba jeden tdaj. Viete ho ,rozumne” doplnit?

Prenesené do sveta redlnych funkcii: Pozname hodnotu funkcie v kazdom ¢isle
x intervalu (a,b), okrem jedného. Nagou tlohou je odhadnut hodnotu funkcie v
tomto cisle xg.

Tento (kvalifikovany) odhad budeme volat limita funkcie v bode xg.

Dodali sme slovo kvalifikovany, aby sme zdoraznili, ze odhad nebudeme robit
Tubovolne, ale podla pevnych pravidiel.

Predovsetkym je rozumné predpokladat, ze hodnoty f(x), v bodoch z, ktoré
su daleko od bodu zp maji na vysledny odhad maly vplyv. Naopak hodnoty v
bodoch blizko xy odhad ovplyviiuju viac. Potrebujeme merat, ¢o je blizko. Na to
slizi pojem okolie bodu.

Interval (o — §, 29 + §) nazyvame ¢ okolim ¢&isla 2. Pritom kladné ¢islo 6 > 0
ohrani¢uje maximalnu vzdialenost bodov z z intervalu od ¢isla zy a tym udéva
velkost intervalu. Oznacujeme

05(330) = (.TO — 0,10 + (5)

Pri odhade predpokladame, ze hodnota v bode z( nie je znama. Preto okrem
okolia, pouzivame aj prstencové okolie ¢isla zg.
Mnozinu
Og(xo) = (IEO - 6, Io) @] (Io,xo + 5)

volame prstencové okolie ¢isla xg.

Interval Os(o0) = (%, 00) nazyvame & okolim bodu co. Rozmyslite si, ze aj v
tomto pripade plati, Zze ¢im je ¢islo 6 > 0 mensie, tym je okolie Os(00) mensie.

Analogicky je zavedené okolie bodu —oo.

Na osi y zvykneme pre velkost okolia pouzit pismeno e.

Pomocou volby 4 sa vieme dostat k bodu zg ITubovolne blizko. Pre ticely odhadu
ale potrebujeme, aby v ¢islach x blizko bodu zy bola funkcia f definovana. Na to
slizi pojem hromadny bod.

Bod zy nazyvame hromadny bod definiéného oboru A funkcie f, ak sa lubovolne
blizko k nemu nachédza nejaky bod = # x( z definicného oboru. Zapisané pomocou
okoli, pre Tubovolné ¢ > 0 je

O5(zo) VA £ 0.

Teraz uz vieme vyslovit definiciu limity.

Definicia. Nech f : A — R, a nech z( je hromadny bod mnoziny A. Hovorime,
ze funkcia f ma v bode z¢ limitu L € R*, ak

pre kazdé okolie O.(L) existuje také okolie Of(x¢), ze ak z € Of(zo) N A, tak
potom f(x) € Oc(L).

Znacime L = lim f(x).
Tr—T0o



Toto je mozno najtazsie ¢itatelna definicia z celého kurzu.
Precitajme si ju pre pripad, ked L je ¢islo.

Hovori, ze L je kvalifikovany odhad, ak pre hocijaku dopredu nastavent odchylku
¢ od odhadu L sa vieme dostat ku ¢ tak blizko (O3), ze uz sa hodnoty f(x) lisia
od odhadu L o menej ako €.

Niekedy v texte pouzijeme aj oznacenie: Ak z — x, tak f(z) — L. Toto
oznacenie ¢itame nasledovne: Ak z sa blizi k xg, tak hodnoty f(z) sa blizia k L.

Pouzitim definicie vypocitame niektoré jednoduché limity.

Priklad 1.
lim1 =1,
r—3

a vSeobecne
lim ¢=c.
Tr—x0

Naozaj, ak pre hodnotu L = 1 zvolime akékolvek £ > 0, tak hodnota funkcie
f(z) sa od L 1isi o menej ako ¢ (lebo je tiez presne 1), a to bez ohfadu na velkost 4.

To isté plati aj vo vseobecnom pripade.

Priklad 2.
lim z = 2,
r—2
a vSeobecne
lim = = zg.
Tr—xo

Teraz ak pre hodnotu L = 2 zvolime € > 0, tak pri volbe § = ¢ sa na okoli Of
hodnota funkcie f(x) =z 1i8i od L o menej ako e.

Tak isto volime § = € aj vo v8eobecnom pripade.

Priklad 3.

lim z = oo,
T—r00

Tento vysledok je obsiahnuty vo vseobecnom pripade prikladu 2, len si aj slovne
uvedomme, ze ak x — oo tak aj f(x) — oo, pretoze f(x) = x.

Poznamenajme, ze ak L je ¢islo, hovorime o vlastnej limite a ak L = —oo alebo
L = oo, hovorime o nevlastnej limite.



VYPOCET LIMITY

Pocitanie limit pomocou definicie je pomerne zdlhavé a pouzivame ho len vo
vSeobecnych tvahach, alebo ked nemame inti moznost vypoctu.
Tou inou moznostou si pravidla pre vypocet limit.

Veta o vypocte vlastnej limity. Nech f: A — R, g : A — R a nech existuji
vlastné limity lim f(z) = Ly, lim g(x) = Lo.
T—TQ T—To

Potom
o lim f(x)+g(xz) =1Ly + Lo,
Tr—xTo
e lim f(x)-g(x) =Lq- Lo,
Tr—>T0o

L
e ok naviac Ly # 0, tak lim M =1
a=wo g(x) Lo

Priklad 4. Vypocitajme limitu

lim 22 — 3z + 7.
r—2

RieSenie. Pouzijeme vetu a vysledky Prikladov 1 a 2.

limz?-3z+7=limz-limz—lim3-limz+ lim7=4—6+7 = 5.
r—2 r—2 r—2 r—2 r—2 r—2

Veta (o zuzeni). Nech f: A— R. Nech g: Ay — R, pricom Ay C A je ziZenie
funkcie f na mnoZinu Ay a nech xy je hromadny bod Ai. Nech existuje limita

lim f(z)=1L.
Tr—xo
Potom aj lim g(z) = L.
r—rxo

Priklad 5. Vypocitajme limitu

-

lim

=2 r — 2

RieSenie.
2
—4 -2 2

lim x = lim (= )@ + )
=2 . — 2 r—2 r—2

Funkcia nie je definovana v bode ¢ = 2. Krétenie v zlomku vedie k rozsireniu
defini¢ného oboru. Ak m4 rozsirenie limitu, tak t istu limitu mé aj zizZenie.

-2 2
m CD@HD a0y
r—2 r—2 r—2
Priklad 6. Vypocitajme limitu

r—3
lim .
23 ve+1l—y/7T—2x




RieSenie.

lim z—3 — lim (z-3)(Va+1+V7—x)
3o +1—T—z =3 Vo+1-VT—2)(Vr+1+V7—2)

— lim (r=3) (Ve +14+7—1x) — lim \/x—|—1+\/7—x_2
T 23 2x—6 T 23 2 o

Priklad 7. Vypocitajme limitu
li .
lim |sgn z|
RieSenie.
lim [sgnz| = lim 1 = 1.
x—0 z—0

Naozaj funkcia |sgn x| = 1 pre x # 0. Vsimnime si, ze limita v nule je 1 a nezhoduje
sa s funkénou hodnotou v nule, sgn |0| = 0.

JEDNOSTRANNE LIMITY

Zavedieme dve §peciédlne zizenia funkcie f: A — R.
Pri zizen{ na mnozinu A_ = A N (—o00,xg) hovorime o limite zlava v bode x.
Znacime lim f(z)=1L".
r—xo—
Pri zzenf na mnozinu Ay = AN (zg, 00) hovorime o limite sprava v bode xg.
Znacime lim f(x) = L*.
Tr—xo+
7 vety o zuzeni plynie nasledujica veta.
Veta (o existencii). Nech f: A — R, a nech existuji limity sprava aj zlava,

lim f(z)=L" Eerf(x) =L".

T—To—
Potom
lim f(z)=1L
T—rxTQ
prdve vtedy, ked
Lt=L =1L.

7 tejto vety je najdolezitejsia skutocnost, ze ak sa limity zlava a sprava nerov-
naju, tak funkcia nema v ¢isle zg limitu.

Priklad 8. Vypocitajme limitu
lim sgn x.
z—0
Riesenie.

lim sgnz = lim 1=1

z—0+4 —0+
lim sgnz = lim —1=—1.
z—0— z—0—

Pretoze 1 # —1, funkcia sgn (z) nema v bode 0 limitu.



