PREDNASKA 19.

TYPICKE SUBSTITUCIE

V starsich u¢ebniciach integralneho poctu moézeme najst zoznam substiticii uréenych
na pouzitie pri integrovani funkcii istého tvaru.

Spolu s rozvojom matematického softvéru je tato cast analyzy Coraz menej
vyznamna.

Uvedieme len dve jednoduché a ¢asto pouzivané substiticie.

Linearna substitticia.
Substiticia

y=ax+b,
dy = adx

sa pouziva pri integrovani zlozenej funkcie s linedrnou vntutornou zlozkou

/ flaz +b) da.

Pouzitim substiticie dostaneme

/f(ax—i—b)dx:%/f(y)dy:%F(y)—i—c:éF(ax—Fb)—i—c.

(V celej kapitole predpokladdme, Ze funkcia f je integrovatelnd a jej primitivna
Jje funkcia F.)

Priklad 1.
Vypocitajme

1
/ dx
3r+5

RiesSenie. Substitucia

y=3x+5

vedie k rieseniu

1 1
dr=-1nl3 5 .
/3:c+5 T 3n|a:+ [+ ¢



Priklad 2.
Vypocitajme

/sin (1-2z)dx.
RieSenie. Substitucia
y=—-2z+1

vedie k rieseniu

1
/sin (1-2z)dx = 5 cos(1 —2z) + ¢

Priklad 3.
Vypocitajme

Riesenie. Substiticia

vedie k rieseniu
2x 1 2x
e“dx = 56 +c.

Trigonometrické substiticie.

Tychto substiticii je viac, my uvedieme len dve z nich, a to substiticiu

y =sinz,

dy = cosx dzx,

ktord sa pouziva pri integrovani
/f(sinac) cosxdx = /f(y) dy=F(y)+c=F(sinz) + ¢,

a substituciu

Yy = cosz,

dy = —sinz dz,

ktord sa pouziva pri integrovani

/f(cosx)sinxdxz—/f(y)dy:—F(y)+c:—F(cosx)+c.



Priklad 4.
Vypocitajme

/ sin® x cos x dz.
RieSenie.

1 1
/sin5xcosxda::/y5dy: — = —sinz+ec

6 6
Priklad 5.
Vypocitajme
/Sin4 x cos® z dx.
Riesenie.
.4 3 .4 .2 4 6 1 5 1 7
sin zcos® xdx = [ sin® z(1—sin“z)cosxdr = | (y*—y°)dy = YRy +c=
= —sin’z — 1sin7az:—i-c
5 7 '

SUBSTITUCNA METODA 11

Vetu o substitucii, tak ako ju pozname z predchadzajicej prednasky, vieme
pouzit aj opacnym sposobom. Najprv si pripomenme jej znenie aspon formulkou

[ 1@ e@ o= [ s

V niektorych tilohdch nevieme ndjst vnitorni zlozku ¢(z) vo funkeii f ale naopak
substiticiou z = ¢(y) za nezdvisli premenni z zjednodusit integrovanie. Formélne
mozeme povedat, ze vysSie uvedend rovnost obratime, pricom premenujeme pre-
mennu y na x a naopak.

Dostaneme

[ t@rdo= [ 1o ¢ @ dv

Tento krok m4 zmysel, ak pévodni funkciu f(z) integrovat nevieme, ale ,novi”

funkciu g(y) = f(e(y)) ¢'(y) uz dno.
Metodu zahrnieme do samostatnej vety.

Veta(o substituénej metéde II). Nech ¢ : I — J je diferencovatelnd bijekcia
f:J = R je spojitd funkcia a nech G : I — R je primitivna funkcia k f(p(y)) ¢’ (y).
Potom

/ﬂ@mz/ﬂﬂMW@ﬁ:G@+c:ﬂW%w+c

Na rozdiel od prvého pouzitia substiticie, teraz potrebujeme po skonceni inte-
grovania pouzit inverznu funkciu ¢ ~!. Preto predpokladdme vo vete jej existenciu.



Priklad 6.

Vypocitajme
/ Ve dx
14+ +x
Riesenie. S ciefom odstranit odmocniny, pouzijeme substiticiu
x =y
dx = 2y dy,

ktora vedie k

/Hf /7?/‘”

(Pretoze funkcia ¢(y) ma byt bijektivna, uvazujeme p(y) = y? len pre y > 0.)

A dalej

1
—2 dy=2[y—14 — =
/ v / 1+y
:y2—2y+21n(1+y)+c:x—2\/§+2ln(1+\/§)+c

V poslednom kroku sme pouzili inverznid funkciu y = /x.

Priklad 7.
Vypocitajme
3+ f
N 1
RieSenie. Pouzijeme substitiiciu
z=1y°
dx = 6y° dy,
ktora vedie k
3+f _ 3+y6d 6/y+3yd
N 1 y2—1
Po deleni polynémov dostaneme
y® + 3y° 3y+1

=Sy 3 P+ By + 1+ :
y=—1 y* =1

Pouzijeme rozklad na elementarne zlomky a integrujeme

2

7 5 4 3
3 3
—6<y7+y5+ Y +y3+y+y+21ny—1|+1n|y+1|>+c

4



— pouzitim inverznej funkcie y = Jx -

7 5 4 3 2
-6 x€+w€+3x€+x5 3xs
n 7 5

I 3+2+mé+21n|xé1|+ln|xé+1|>+6-
Priklad 8.
Vypocitajme
/ V1— 2% da.

RieSenie. Pouzijeme substitiiciu

r = siny,
na intervale |

™ T

T 202
tomto intervale kladn4.)

Tato substitucia vedie k

dx = cosy dy,
], na ktorom je funkcia sinus bijektivna. (Funkcia kosinus je na

sin 2y
1 +c.

1 2
/mcosydy:/coﬁydy:/wdy:g_k

Inverznd funkcia je y = arcsinx. Preto

y sin2y
2 +

arcsin z n sin 2(arcsin x)
C =
4 2

c.
4
Tym je integral vypocitany. Na tdpravu vysledku eSte mozeme pouzit identitu

sin 2 = 2sina cosa = 2sinaV/ 1 — sin? a,
ktord vedie k

arcsinz  sin 2(arcsin z) arcsin
+ te=
2 4

2

V1 — 22

5 +c.




