PREDNASKA 23.

NIEKTORE APLIKACIE URCITEHO INTEGRALU

1. Obsah oblasti.

Uvazujeme oblast A ohrani¢ent dvoma krivkami, grafmi funkcii f : [a,b] = R a
g : [a,b] = R. Budeme predpokladat, ze jedna z funkcif je vécsia ako druhd. Nech
f(z) < g(z) na celom intervale I = [a, b].

Oblast A je

A={[z,y}; v €la,b], f(z) <y<g(@)}
Jej obsah je p(A),

b
o) = [ gla) - fla) da,
Priklad 1. Vypocitajme obsah oblasti ohrani¢enej nerovnostami

(z —3)%

W =

?4+y* <9, y>

RieSenie. Priese¢niky kriviek danych rovnostami namiesto nerovnosti, si body
[0,3] a [3,0]. Prvé suradnice priese¢nikov uréuju interval [a, b] = [0, 3].
Na intervale [0, 3] je funkcia f(z) = §(z—3)? mensia ako funkcia g(z) = v/9 — 22.
Preto

3
p(A) :/0 VI —a2?— %(x73)2d1’.

Pri vypocte integralu pouzijeme v prvom sé¢itanci substiticiu @ = sin 3y.
3
2 ) 1 373
= ; 9 — 9sin y-3cosydy—§[(x—3)]0

B 71 59
29/ coszdy—3:9/ Mdy—3:
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p(A)z/o \/Q—xzdx—/o 1(9B—3)2dac:
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=9 |:2y+ 4Sin2yL Im



Priklad 2. Vypocitajme obsah oblasti ohrani¢enej nerovnostami

y<l-2a°  y>a®-1

RieSenie. Vypocitajme priesecniky kriviek.

Rovnica
1—2?2=2%-1
mé dve redlne rieSenia a = —1 a b =1.
Preto

2. Objem rotaéného telesa.

Uvazujme oblast ohrani¢eni na intervale [a, b] nezdpornou funkciou f.
Oblast A je teraz

A= {[‘T7y]; (S [a7b]a 0<y< f(:E)}

Oblast A nechajme zrotovat okolo osi x. Rotaciou je vyplnené trojrozmerné
teleso B. Nebudeme ho formdlne popisovat. Vypoéitame jeho objem v(B).

b
v(B) :77/ 2 (x) dx.
Priklad 3. Vypocitajme objem rota¢nej oblasti ohranic¢enej krivkou
f(z)=sinz  z€][0,n]
RieSenie.

m ™1 cos2 2
U(B):W/ sin2xdx:7r/ ST =T

Priklad 4. Vypocitajme objem rota¢nej oblasti ohranic¢enej krivkou

f(zx) =coshz  ze[-1,1].



x —T X

c . . e +e S o
RieSenie. Funkciacoshx = — Jej derivaciou je funkcia sinh x =

1 1 x —z\ 2 1 2z —2z
2
U(B):Tr/ COShz.fL'd.%‘:ﬂ'/ (€—|—26> dx:ﬂ-/ %dm:
—1 —1 1

3. Dizka obliika.

Uvazujeme o hladkej krivke, ktord je grafom spojite diferencovatelnej funkcie
f:]a,b] = R. Jej dlzka je

s(G) = [ VIF @) de.

Priklad 5. Vypocitajme dizku krivky G, ktora je grafom funkcie

f(x) =coshz  ze[-1,1].

RieSenie.

s(Gf):/_ll\/de:/_t\/ur(eh;_zfdx:

1 2z -2z _ 9 1 2z —2x 4 9
:/ \/1—1—6 te dac:/ \/—e te ki dx =
—1 4 -1 4

1 1

1

:/ \/costhdx:/ coshz dzr =sinh 1 — sinh(—1) = e — —.
~1 1

e

Priklad 6. Vypocitajme dizku krivky G, ktord je grafom funkcie

f(z) =a? x € [0,1].



Riesenie. . .
s(Gy) = / V1+ (22)2dx = / V1+4z2dx.
0 0
Na vypocet integralu pouzijeme substitiiciu

inh 1
T = st y7 dx = icoshydy.

1 Yo 1
/ \/1+4x2dsc:/ \/1+Sinh2y~§coshydy.
0 0

Z identity 1 + sinh®y = cosh? y dostaneme

/yolcosh2 dy = 1(er—e*?y)—}—1 "
o 29 YWTR Y],

1 1
= — (e — 7o) 4 _yq.

8 2
Nakoniec vypocitajme hodnotu yo = sinh(~1 2.
Pretoze
Yo _ o~ %0
sinhyy = % =2,

dostaneme pri oznaceni z = e¥ rovnicu

1
z——=4
z
a z nej
Preto je

yo = In(2 + V/5).
A teda dizka dseku pareboly je

%(ezln(2+\/5) _ e—21n(2+\/5)) + %ln(Z + \/5)

4. Obsah rotacnej plochy.

Uvazujme opato rotacnom telese z druhej ¢asti. Tentoraz nepocitame jeho objem,
ale velkost rotac¢nej casti jeho povrchu.

K tej dospejeme pomocou vhodnych integralnych suctov, ktoré nas dovedd ku
vztahu

p(B) = 2r / @) VIT (F@)? de.



Priklad 7. Vypocitajme velkost povrchu parabolického reflektora, ktorého tvar je
dany funkciou

f(z) = vz € [0,1]
RieSenie.
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