PREDNASKA 20.

INTEGROVANIE RACIONALNYCH FUNKCI{

V predchédzajicich prednaskach o substituénej metéde sme si mohli vSimnut,
ze Casto sme postupovali tak, aby sme sa pouzitim vhodnej substiticie dostali k
integralu z raciondlnej funkcie. Je to vzdy dspesnd stratégia?

Odpoved je ano. V tejto kapitole ukdzeme, ze kazdu raciondlnu funkciu vieme
integrovat pouzitim elementarnych funkcii.

Predvedieme jednoznaény postup pre integrovanie racionalnych funkcii.

Pripomenme si niektoré vedomosti o raciondlnych funkciach z algebry.

Predovsetkym, kazdu raciondlnu funkciu vieme delenim polynémov previest na
stcet polynému a rydzoraciondlnej funkcie.

Rydzoracionalu funkciu vieme rozlozit na sicet elementarnych zlomkov. V tomto
kurze pouzijeme rozklad nad R. (Rozklad bez pouzitia komplexnych ¢isel.)

Pre integrovanie racionalnych funkcii teda sta¢i vediet integrovat polynémy a
jednotlivé typy elementarnych zlomkov. To si v nasledujuicich krokoch predvedieme.

1. Integrovanie polynému.

Pre integrovanie polynému staci vzorec

/x"d:c: L 2"
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2. Integrovanie elementarnych zlomkov typu

r—a

Zlomky tohoto typu sa v rozklade raciondlnej funkcie objavia, ak ¢islo a je
korenom polynému v menovateli.
Pouzijeme elementarny vysledok
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Priklad 1.
Vypocitajme
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Priklad 2.

Vypocitajme
T
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Rozkladom na elementarne zlomky dostaneme
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3. Integrovanie elementarnych zlomkov typu ( e
T—a

Zlomky tohoto typu sa v rozklade racionalnej funkcie objavia ak ¢islo a je n

nasobnym korenom polynému v menovateli.

Pre n > 2 pouzijeme elementarny vysledok
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Priklad 3.
Vypocitajme
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Rozkladom na elementarne zlomky dostaneme
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Ar + B

4. Integrovanie elementarnych zlomkov typu ———.
e+ pxr+q

Predpokladdme, ze kvadraticky polyném v menovateli zlomku je uz nerozloziteIny
nad R, teda ze p? < 4q.
Postup pri integrovani predvedieme na sérii prikladov, ktoré sa postupne stazuju.

Priklad 4.
Vypocitajme
/ 2z +4
—dx.
x4+ 4z + 8
Riesenie.
Pretoze citatel v raciondlnej funkcii je presne derivaciou menovatela, je
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Priklad 5.
Vypocitajme
[
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22 +4x + 8
Riesenie.

V menovateli pouzijeme doplnenie na uplny stvorec

2 tdr+8=a+4dr+4+4=(r+2)*+4

Spolu so substiticiou y = x + 2 dostaneme
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Priklad 6.

Vypocitajme

A
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Riesenie.
Citatel racionalnej funkcie upravime tak, aby obsahoval derivdciu menovatela

1
r=g =5 (utd-4) =5 (2r+4) -2

Lo@r4+4)-2
/xdx_/m—i_)dx_
22 +4x + 8 22 +4x + 8
1 2+ 4 1
o[ = o ———da
2/x2+4x+8 * /m2+4x+8 “

Teraz staci na jednotlivé s¢itance pouzit vysledky prikladov 4 a 5, aby sme dostali
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Priklad 7.
Vypocitajme

—— dx.
222 +3x+5
RieSenie.
Delenim dostaneme
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Upravime citatela

3 20 3 11
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Nakoniec po tiprave menovatela
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Vo v8eobecnom pripade je

/ Az + B /2m+]9+ d
e Z =
x2+px+q 22 +pr+q
A A = —0p
= ZIn(z2? ) A T dr=
5 n(z” +px +q) + 2/I2+px+q T
A A 1
:Eln(x2+px+q) (B—7p)/ e — dx =
(@+5)?+q- 15
A B- 4 +2
= “In(z? + pr + q) + —2—arctg T +c=
2 p? p?
Ve — 71 q9—
2B— A 2z +
In(z* + pz +q) + I;actg * p2
q—p 4q —p
Ax+ B

5. Integrovanie elementarnych zlomkov typu ———«———.
; Y P @ pr gy

Tu nebudeme postupovat vSeobecne, predvedieme hlavnii myslienku na naj-
jednoduchsom priklade

Priklad 8.
Vypocitajme

/ﬁdm.

RiesSenie.
Vieme, ze

1
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Pocitajme integrédl na pravej strana poslednej rovnosti metédou per partes, pri
volbe

Dostaneme
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Preto

1 1 T
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Touto rekurentnou technikou sa poéitaju aj integraly elementarnych zlomkov s
vy$simi mocnindmi nerozloziteIného kvadratického polynému v menovateli.

Suhrnom mozeme konstatovat, ze pre kazdi raciondlnu funkciu vieme najst jej
primitivnu funkciu. Tato je vyjadrena pomocou racionalnych funkcii, funkcie loga-
ritmus a funkcie arkustangens.



