PREDNASKA 18.

SUBSTITUCNA METODA

Pri metéde per partes sme vysli zo vzfahu pre derivaciu siucinu, teraz za¢neme
nase uvahy vztahom pre derivaciu zlozenej funkcie.
Oznac¢me vnuitornu zlozku ako funkciu ¢.

p:l—=J o) =y.
Vonkajsia zlozka bude oznacena ako F'
F:J— R

Predpokladajme, ze obe funkcie si diferencovatelné. Derivéiciu funkcie F' ozna¢me

Fi(y) = f(y)-

Derivujme zlozent funkciu F o ¢:

(F(p(@)) = F'(¢() - ¢'(x) = F'(y) - ¢'(x) = f(y) - ¢ (2) = f(p(2)) - &' (2).

Ak teraz hladdme primitivnu funkeciu k funkeii f(¢(x)) - ¢'(z), teda

/ (@) - ¢ (@) de,

tak stac¢i poznat primitivnu funkciu k f,

/f(y)dy = F(y).

Potom

/ (@) - ¢ (@) da = / f(w)dy = F(y) = F(p()) +c.

Veta(o substituénej metéde I). Nech ¢ : I — J je diferencovatelnd funkcia
f:J — R je spojitd funkcia a nech F : J — R je primitivna funkcia k f. Potom

/ f(p(@)) ¢ (x) dx = / F(y)dy = F(y) + ¢ = Fp(x)) + ¢

Hovorime, ze sme pouzili substitiiciu, v ktorej sme funkeciu ¢(z) nahradili pre-
mennou y, y = ¢(x). Prirastok funkcie ¢(z), jej prvy diferencidl je ¢'(x) dz rovny
prirastku premennej y, dy = ¢'(z) dz.

Predvedme pouzitie vety o substiticii v prikladoch.

Priklad 1. Vypocitajme

/sin(a: +3) dx.



RieSenie. Pouzijeme substiticiu
y=x+3, dy = ldzx.

Teraz

/sin(x—l—?))dac:/sinydy: —cosy+c=—cos(z+3)+c

1
dx.
/ 3x — 2 .
RieSenie. Pouzijeme substiticiu
y =3z —2, dy = 3dzx.

Priklad 2. Vypocitajme

Teraz

1 1 1 11 1 1
dz = - Sdr=- [ ~dy=:-1 — 3z -2 +e
/gx—Qx 3/€x—2 v 3/? y=glnlyl+e=gide—2+c

Priklad 3. Vypocitajme
1

2 —1
rozkladom na siicet elementarnych zlomkov

RieSenie. Upravme zlomok

—

Méme

1 1 1 1 1 1 1 1 1
/ 5 dx*/f' - = dx:f/ dsz/idx
2 —1 2 -1 2 41 2 r—1 2 r+1

Teraz v prvom integrali pouzijeme substiticiu

y=x—1, dy = dx,
a v druhom substiticiu

z=1x+1, dz = dx.

1 1 1 1 1
o dr= | ——de— - dz =
/ﬂ—1x /x—lx 2/x+1
/ dy—f/ dz—71n|y|—|— ln|z|—|—c—

:51n|x—1|—§1n|x+1|+c.

Po nej je



Priklad 4. Vypocitajme

el’
dx.
/690—1—2 .

y=e"+2, dy = e dx.

RieSenie. Pouzijeme substiticiu

Po nej

r 1
/exe+2d:v:/;dy:1n|y|+c:ln(ew+2)+c.

V predoslych prikladoch mézeme vypozorovat jednotny princip, ktory sformulu-
jeme v nasledujucom tvrdeni.

Veta. Nech ¢ : I — J je diferencovatelnd funkcia. Potom

wl(m) = 1n €T c
/W) dz = n ()] + .

/ cotgx dx.
RieSenie. Pretoze
cos
/cotgmdm = / BT gr = In |sin(z)| + c.
sinx

Priklad 6. Vypocitajme
/ tgx dx.
RieSenie. Pretoze

/tgavdnc:/snmj dx = —1In|cos(x)| + c.

COS T

/ arctg  dx.

RiesSenie. Pouzijeme najprv metédu per partes pre

Priklad 5. Vypocitajme

Priklad 7. Vypocitajme

f(x)=1, g(z) = arctg z.

Potom

/ tozd £ / Y 4 ¢ 1/ 2y
arc rar = rarc xr — —F Q¥ = T arc xr — = — = ar =
& & 1+ 22 & 2) 1+ 22

1
= rarctgr — 5 In(1+ 2%) + .



Priklad 8. Vypocitajme
RieSenie.
Po substitucii

1 VNS Y N SRS NSNS O
— ——— aAr = — — = —arIC C = —arc — C.
1) @r+1 2 ) yrr1 ™ T 2MesY 285

Vysledok prikladu 8 vieme zovSeobecnit do vzorca

/ 1 d 1 ¢ x+
————dz = —arctg = +c.
72 + a? a ga

Priklad 9. Vypocitajme
1
——dx.
/ 22 +2x+5 o

RieSenie.

[
22+2+5 (x+1)2+4 v
Po substitucii

y=x+1, dy = dz,

1 1 1 Y 1 z+1
—————dr= | ——dy = -arctg = + ¢ = —arctg—— +c.
/(x ! T /y2 1 Y 2arc g2 c 2arc g 5 c

Priklad 10. Vypocitajme
/ 3z +4
———dx
2 4+2x+5
Riesenie.
Postupne upravime zlomok tak, aby sme mohli pouzit predchadzajuci priklad:
3z 44 3 2z + & 3 [ 20+2+%2
/7$+ dx:f/im 3 dx:f/ix 3 dx =
2+ 21 +5 2) x24+2x+5 2) x24+2x+5
3 20+ 2 1
2/x2+2x+5 :“L/ cri2+a™

3 1 1
=3 ln(ac2+2x+5)+§arctg% +c.



