- O. Nanasiova

Priklady pravdepodobnost a statistika
Priklad 1: Nech 2 = {1,2,3}. Napiste vietky prvky 2.

Riegenie pr. 1: 29 = {0, {1,2,3}, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1,3},{2,3}}.

Priklad 2: V roc¢niku je 100 studentov, z toho 10 z nich méa krstné meno Jozef a 15-tim z nich sa krstné
meno zac¢ina na M. Kazdy z nich méa prave jedno krstné meno. Nahodne vyberieme jedného Studenta.
Vypocitajte:

al) Aka je pravdepodobnost, Ze sa bude volat Jozef?

a2) Aka je pravdepodobnost, Ze krstné meno Studenta bude Jozef, alebo sa bude za¢inat na pismeno M?
a3) Aka je pravdepodobnost, Ze krstné meno $tudenta nebude Jozef a bude sa za¢inat na pismeno M?
ad) Aka je pravdepodobnost, Ze krstné meno Studenta nebude Jozef a nebude sa za¢inat na pismeno M?

Riesenie pr. 2: Nech € je mnozina v8etkych Studentov z ro¢nika, A je mnozina tych Studentov z ro¢nika,
ktorych krstné meno je Jozef a B je mnozina vSetkych $tudentov z ro¢nika, ktorych krstné meno sa za¢ina
na pismeno M. Vieme, Ze

Q| =100, |A]=10, |B|=15, ANB=0

a kazdy zo Studentov ma rovnaku pravdepodobnost’, Ze bude vybrany. To znamena, ze P({w} = 0,01,
pre Yw € ) a preto plati:

al) P(A) =10/100 =0, 1.

a2) P(AUB)=P(A)+ P(B)=0,1+0,15=0,25;

a3) Pretoze AN B =0, tak B C A°. Teda

P(BN A°) = P(B) = 0,15,
ad) Pretoze B°N A° = (AU B)°, tak

P(B°NA°) =1—-P(AUB) =0,75.

Priklad 3: Hadzeme hracou kockou, ktorej steny st oznacené ¢islami 1, 2,--- | 6 a vysledok nevidime.
Vysledok oznamuju dvaja asistenti X a Y podla nasledujucich pravidiel:

X : A ak padne ¢islo mensie ako 4, B ak padne ¢islo vicsie ako 3.

Y : C ak padne pérne ¢&islo, a D ak padne nepéarne ¢islo.
Popiste mnozinu ) a vypocitajte P(w) pre kazdé w € Q.

RieSenie pr. 3: Ozna¢me 2y mnozinu vSetkych moznych vysledkov na hracej kocke. To znamena, ze
0o =1{1,2,3,4,5,6}
a Py(w) = 1/6 pre Vw € Qq. Z hl'adiska vysledku hodu teda mame pravdepodobnostny priestor (29,220, Py).

Ak zapiSeme hlasenie asistentov ako usporiadané dvojice (X,Y), potom Q = {(4,C), (4, D),(B,C), (B, D)}.
To znamend, Ze |2 =4 a

PU(A,C)} = Ruf{1,2,3) 0 {2,4,6}) = Ro({2D) = 3.
PUAD)} = R({1.2:3} 1 {1,3,5)) = Ro({1.3}) = 2,
P({(B,0)} = Po({4,5.6} N {2.4,6)) = Po({4.6}) = 2.
P{(B. D)} = Po({4,5.6} 1 {1,3,5)) = Ro({5}) = 5.

Trojica (€, 2%, P) je pravdepodobnostny priestor, kde |Q2| = 4 a ak oznadime w; = (A4, C), wy = (A, D),
w3 = (B,C) awys = (B, D), potom plati

Plwn) = Plos) = 5, Plwn) = Plug) = 3.




Priklad 4: Modifikujme priklad 3 nasledovne: Mame dve kocky a kazdy z asistentov hléasi vysledok na
svojej kocke podla nasledujacich pravidiel:

X : A ak padne ¢islo mensie ako 4, B ak padne ¢islo véicsie ako 3.

Y : C ak padne parne ¢&islo, a D ak padne neparne ¢islo.

Popiste mnozinu ) a vypocitajte P(w) pre kazdé w € Q.

RieSenie pr. 4: Ozna¢me Qx a Qy mnoziny vSetkych moZnych vysledkov na hracich kockach. Teda
Qx =Qy ={1,2,3,4,5,6} a pre kazdé wx € Qx a pre kazdé wy € Qy plati:

Px(wX) = Py(u)y) = é

Mame dva pravdepodobnostné priestory: (Qx, 29X, Px), (Qy, 2%, Py) a plati

Px(A4) = Px(B) = Py(C) = Py(D) = ..

Vsetky moZné vysledky dvoch hodov st uvedené v tabulke 1.

Ox/Qy | 1 2 3 4 5 6

1 (LD [ (1,2 | @3 | @45 ] d,6)
2 2D (2223242526
3 3, 1) (3,2 | (3,3 | (3,4 | (3,5) | (306)
1 410 [ (42) | (43) | 44 ] 45) | 406
5 5, 1) | (5,2) | 5,3) | (5,4) | (5 5) | (5,6)
6 (6,1) | (6,2) | (6,3) | (6,4) | (6,5) | (6,6)

Tab. 1: Vsetky mozné vysledky pri hode dvomi kockami (Pr. 4)

Ak zapiSeme hlasenie asistentov ako usporiadané dvojice (X,Y), potom Q = {(A4,C), (4, D), (B,C), (B, D)}
a |Q] =4. V tabulke 2 st uvedené vSetky mozné pripady:

Ox/Qy | D C D C D C

A (A4, D) [(4,0) [(A4D) | (A4,0) | (A4,D) | (40)
A (A4,D) [ (A,C) [ (A, D) | (A,0) | (A4, D) | (4,0)
A (A4,D) [ (4,0) [ (A, D) [ (A4,C) [ (A,D) | (4,0)
B (B.D) | (B,C) | (B,D) | (B,C) | (B,D) | (B,C)
B (B.D) | (B,C) | (B,D) | (B,C) | (B,D) | (B,O)
B (B.D) | (B,C) | (B.D) | (B,C) | (B,D) | (B,C)

Tab. 2: Vsetky mo#né hlasenia asistentov (X,Y) (Pr. 4)

PretoZe kazda z dvojich v tabulke méa rovnakiu pravdepodobnost nastatia, tak

9 1
Trojica (92, 2%, P) je pravdepodobnostny priestor, kde |Q2| = 4 a ak oznadime w; = (A4, C), wy = (4, D),
w3 = (B,C) aws = (B, D), potom plati

P(wy) = P(ws) = P(ws) = Plws) = i

Poznamka 1: Porovnajte priklady 3 a 4.

Priklad 5: Napiste vSetky trojciferné ¢isla, ktoré sa daji zostavit z &isel 1,2, 3 tak, ze kazdé &islo pou-
Zijeme prave raz.

Riegenie pr. 5: 123, 132, 213, 231, 312, 321.




Priklad 6: Ak A = {1,2,3} a k = 2, potom mnoZina vSetkych dvojic ¢isel z mnoZziny A, pricom kazdé

¢islo moze byt pouzité najviac jedenkrat, je Q = {{1,2},{1,3},{2,3}} a |Q] = (2) = % =3.

Priklad 7: Mame skupinu piatich Studentov
A = {Boris (B), Elena (E), Igor (I), Jana (J), Tana (T)}
Zistite, kolko dvojic a kolko trojic z nich je mozno zostavit a vypiste ich.

RieSenie pr. 7: PretoZe |A| =5 a k1 = 2 a ky = 3. Potom pocet vSetkych dvojic je

5 51 5.4
(2)_3!-2!_2_10'

) 5! -4
= = — = 1 .
<3) 312! 2 0

Oznacme 3 mnozinu vSetkych moznych dvojic studentov a 2y mnozinu vsetkych moznych trojic stu-
dentov. Potom

a pocet vSetkych trojic je

O, = {BE,BI,BJ,BT,EI,EJ,ET,1J,IT, JT}
Qs = {BEI, BEJ, BET, B1.J, BIT,BJT, E1J, EIT, EJT,1JT}.

Priklad 8: Ak A ={1,2,3}ak =2,potom 2 = {{1,1},{1,2},{1,3},{2,2}{2, 3}, {3,3}}. ( 5

4 41 4.3
<2> = gia1 = 3 =0

Priklad 9: Mame k dispozicii 10 vzoriek vody oznacenych v; ..., v19. Nahodne vyberieme 3 vzorky. Aka
je pravdepodobnost, Ze vyberieme {vy, v3, vg}?

3+21>

RieSenie pr. 9: Mnozina A = {v;...,v19} a mnoZina  je mnoZzina v8etkych trojic vytvorenych z
10
mnoziny A tak, Ze na poradi nezalezi. To znamena, ze |Q] = (3) = 31,—07', = 1098 — 120. KedZe kazdd z

1

trojic ma rovnaku pravdepodobnost’ vytiahnutia, tak P({v1,vs,v6}) = 155

Priklad 10: Traja kontroléri ¢istiarni odpadovych vod maji urobit v jeden defi po jednej kontrole.
Cistiarni je 10. Kazdy si ndhodne vyberie jednu. Ak4 je pravdepodobnost, Ze vietci budi kontrolovat ta
istu Cistiaren?

RieSenie pr. 10: MnoZina A = {c1,...,c10} a mnoZina Q je mnozina vSetkych trojic vytvorenych z
10+3—-1

mnoziny A tak, Ze na poradi nezalezi. To znamené, Ze |Q] = ( +3 > = 31,—27', = 220. Pocet trojic

typu {c¢;, ¢, ¢}, i =1,...,10 je 10, teda P({{c;, ¢iyci}; i=1,...,10}) = % = 0,04545.

Priklad 11: Ak A ={1,2,3} a k =2, potom Q = {12,21,13,31,23,32} a |2 =3-2 =6.

Priklad 12: Ak A = {1,2,3} a k = 2, potom Q = {11,22,33,12,21,13,31,23,32} a || = 3% = 9.

Priklad 13: Kontrolor ma urobit’ 3 kontroly v ¢istiariiach odpadovych vod v presne stanovenom poradi.
Cistiarni je 10, pricom ziadnu nebude kotrolovat’ viackrat. Nahodne vyberie tri z nich. Aka je pravdepo-
dobnost’, ze bude kontrolovat istiarne odpadovych vod ca, ¢4, cs v poradi (ca, cq,cq)?

RieSenie pr. 13: Mnozina A = {¢;...,c10} a mnoZina Q je mnozina v8etkych trojic vytvorenych z

mnoZziny A tak, e na poradi zalezi. To znamena, Ze || = 10-9 -8 = 720. a teda P({(ca, c6,c4)}) = =55-

Priklad 14: Kontrolér méa urobit’ poc¢as troch tyzdiiov 3 kontroly v Cistiarnach odpadovych vod v presne
stanovenom poradi. Cistiarni je 10, pricom moze kontrolovat tu istu viackrat. Nahodne vyberie tri. Aka
je pravdepodobnost, Ze bude kontrolovat 3-kréat tu istu Cistiaren?



RieSenie pr. 14: Mnozina A = {¢1...,c10} a mnozina Q je mnozina vsetkych trojic vytvorenych z
mnoziny A tak, Ze na poradi zalezi. To znamena, 7e |Q2| = 103 Pocet trojic typu (c;,ci,¢;), i = 1,...,10
je 10, teda P({(c;,ci,¢i); i=1,...,10}) = 2% =0,01.

1000
Priklad 15:
V tomto priklade pouZzijeme hod hracou kockou na ilustrovanie jednotlivych typov n.p. Oznacime w;, ak
pri jednom hode kockou padne na hornej strane kocky ¢ bodiek.

(H1) Hod kockou. Nech n.p. X znamena pocet bodiek na hornej stene kocky. V tomto pripade Q; =
{wl,...,wg} aX(Ql) = {1,,6}

(H2) Hadzeme kockou dovtedy, kym nepadne wg a n.p. Y znamen4 pocet hodov. V tomto pripade 25 je
mnozina n-tic (n =1,2,...) a
Qg = {(ws), (w1,ws), (Wa,we), - - s (W1, wa,wg)),... }aY Qo —{1,2,...}. V() ={1,2,3,...} je
mnoZina s nekoneénym poctom prvkov, ale je spocitatelna, pretoze ma tolko prvkov ako mnoZina
prirodzenych ¢isel. Aj v tomto pripade n.p. Y nazyvame diskrétna n.p.

(H3) HadZeme kockou do dialky. Nech n.p. Z je dizka hodu. Teoreticky dlzka hodu moze byt Tubovolné
¢islo z intervalu [0, 00). To znamena, Ze n.p. Z je spojita n.p. a Z(Q2) = [0, c0).

Priklad 16: Nech rozdelenie ndhodnej premennej X je dané pomocou tabulky 3:

X [1 |2 [3 [4
Px 10,2]0,3]0,4]0,1

Tab. 3: Pravdepodobnostné rozdelenie n.p. X (Pr.16)

Najdite hodnoty funkcie Hx (r) = %.

P(X<r) _  Fx(r)
P(X>r) = 1-Fx(r)"

RieSenie pr. : Hx(r) =

X 1 2 3 4
Py 0,2 |0,3]0,4]0,1
Fy 0,2 10,5009 |1
1-Fy | 0,8 {0,5]0,1]0
O

[Hx' [0,25]06 ][4 |

|

Tab. 4: Pravdepodobnostné rozdelenie Px, distribuéna funkcia Fx a intenzita rizika Hx n.p. X (Pr. 16)

Priklad 17: Mame regularnu hraciu kocku, ktorej jednotlivé steny st oznadené &islami Q = {1,2,...,6}a
pre kazdé i € Q plati P({i}) = &.

(H1) Hod kockou. Nech n.p. X je definovana nasledovne: X ({w;}) = 4, pre w; € Q. To znamena, Ze
X(Q) ={1,2,...,6} a Px = {(1,%),...,(5,%)} je jej rozdelenie pravdepodobnosti. Napriklad,
P(X <0) =P(®) =0a P(X <2) = P({1,2}) = 2. Distribuéni funkciu Fx moZeme zapisat’
nasledujticim spdsobom:

0, t<1
:otel,2)
2 tel2,3)
Fx(t)=} 2, te[3,4)
4, te4,5)
5 tel56)
1, t>6




(H2) Hadzeme kockou dovtedy, kym nepadne 6 bodiek a n.p. Y je pocet hodov. Predpokladame, Ze hody
st nezévislé. To znamend, ze P ({w;,w;}) = P ({w;}) - P ({w;}) = g Napriklad

PY =2) = P ({(w1,w6), (w2, w6), (w3,06), (@1,6), (w5, 06)}) = =
P(Y <1)=P() =0,

Fy(1,5) = P(Y < 1,5) = P(Y = 1) = P ({ws}) = é

Fy(2,1):P(Y§2,1):P(Y:1)+P(Y:2):é+%,
Fy(3) = P(Y = 1)+ P(Y =2) + P(Y =3) = £ 4 2 4+ &
i T - V76 62 6%

Hodnota distribu¢nej funkcie Fx (i) pre ¢ € {1,2,3,...} je dana vztahom

¢ U opk—1
Fy(i)=P(Y <n)=)» P(Y =k)= 2567.
k=1

k=1

(H3) HadZeme kockou do dialky a n.p. Z je dizka hodu. Teoreticky mozeme predpoklat’, ze R(Z) = [0, 00)
a teda pre distribu¢na funkciu Fy(t) plati Fz(t) = 0, a Fz(¢) € [0,1) pre t > 0. Je zrejmé, ze
Fz(tl) < Fz(tg), ak t1 < ts a tli>m Fz(t) =1.

Priklad 18:
Nech X je n.p definovana v tabulke 5. Pre Y = X2 Z = Y + X vypoéitajte pravdepodobnostné rozdelenia.

X [1L [2 [3
Px | 0,5]0,1]0,4

Tab. 5: Pravdepodobnostné rozdelenie n.p. X (Pr. 18)

RieSenie pr. 18: Ak f(t) =t? a g(t,s) =t + s, potom Y = f(X) a Z = g(X,Y). To znamena, Ze

Py 0,5]0,1]0,4
X 1 |2 |3
Y = X2 1T |4 |9
Z=X+Y |2 |6 |12

Tab. 6: Pravdepodobnostné rozdelenie n.p. X,Y,Z (Pr. 18)

Napriklad rozdelenie ndhodnej premennej Y je v tab. 7.

Y [1 [4 |9
Py [ 0,5]0,1]0,4

Tab. 7: Pravdepodobnostné rozdelenie n.p. Y (Pr. 18)




Priklad 19:
HédZeme regularnou hracou kockou. Na jeden hod mame dve pravidla:

(pl) X: priradi parnemu poctu bodiek 1 a v ostatnych pripadoch priradi pocet bodiek
(p2) Y: priradi neparnemu poc¢tu bodiek 0 a v ostatnych pripadoch priradi pocet bodiek minus 1.
Néjdite pravdepodobnostné rozdelenia ndhodnych premennych: X, Y, X +Y 4+ 1, X.Y — 1.

RieSenie pr. 19:

Pocet bodiek | 1 2 3 4 5 6
i 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6
X 1 1 3 1 1
Y 1 0 3 0 5
X+Y+1 2 3 4 5 6 7
X-Y-1 -11]0 -1 |2 -1 |4

Tab. 8: Pravdepodobnost an.p. X, Y, X +Y +1, X-Y —1 (Pr. 19)

Pravdepodobnostné rozdelenia n.p. X, Y, X +Y +1,X - Y — 1 zistime z tabulky 8

X[1 [3 |5
pi | 4/6 | 1/6 | 1/6

Tab. 9: Rozd. pravd. n.p. X (Pr. 19)

YJ]0 |1 [3 |5
pi | 0,5 1/6 [ 1/6 | 1/6

Tab. 10: Rozd. pravd. n.p. Y/(Pr. 19)

X+Y+1]2 [3 [4 [5 [6 |7
i 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6

Tab. 11: Rozd. pravd. n.p. X +Y + 1 (Pr. 19)

X Y—-1]-1]0 [2 |4
Pi 0,5 1/6 | 1/6 | 1/6

Tab. 12: Rozd. pravd. n.p. X - Y — 1 (Pr. 19)



Priklad 20: Prepokladajme, Ze generator nadhodnych ¢isel generuje ndhodne ¢isla z intervalu [2,4) rov-
nomerne. Nech X je n.p., ktora priradi ndhodnému ¢&islu jeho hodnotu, a Y je n.p., ktora okrem ¢&isla 2
priradi ndhodnému ¢&islu jeho hodnotu a v pripade ¢la 2 priradi hodnotu —1. Najdite distribuéné funkcie,
funkcie hustoty oboch n.p. a zistite, & sa rovnaji modulo [P].

RieSenie pr. 20: KedZe generator ndhodnych ¢&isel generuje nahodne &isla z intervalu [2;4), tak Q = [2;4).
[

Pravdepodobnost vygenerovania mensieho &isla ako 2 sa rovna 0. Ak oznaéime A; = [2,¢), potom
t—2 t
P(A)=——=--1
(A) =775 =3

pre 2 <t <4a P(A;) =1 ak t > 4. Z definicie n.p. X vyplyva, Ze

0 t<2
Fx(t)=P(X <t)= -1 2<t<4
1 t>4
a funkcia hustoty
) L o<t<4
r=reo={ & 15h

Pre n.p. Y plati, ze
PY=-1)=P{2})=P(X=2)=0

a v ostatnych pripadoch sa X =Y, tak Fx = Fy a f;( = f;,
Z definicie X a Y vieme, 7e X(2) # Y (2) a teda X a Y sa nerovnaju ako realne funkcie. Na druhej
strane

P(fwel24): X #AY W) =P({2})=P(X=2)=0,

a teda
P({we24); X =Ywh=1-P{2}=1

Z toho vyplyva, ze

Aj v takomto pripade budeme pisat’ X =Y.

Priklad 21: Hadzeme reguldrnou kockou dovtedy, kym nepadne 6.

1. Nech n.p. X je definovani nasledovne: Ak padne 6 v prvom hode, tak prehrame 6 EUR. Ak
padne 6 v k-tom hode, k& > 1, vyhrame 6*EUR. Rozdelenie n.p. X je teda nasledovné: Px =

{(=6,3). (62 &), (6%5) -} Potom B(X) = —6- 143202, 65 5" = 14 72, 551 = .

2. Nech n.p. Y je definovana nasledovne: Ak padne 6 v k-tom pokuse a k je parne ¢islo, potom
vyhravame 6*EUR, ak k je neparne &islo, prehravame 6*EUR. Rozdelenie n.p. Y je teda nasledovné:

oo . k— oo
Py = {(=6,), (6% &), (~6% %) ... } . Potom E(Y) = Y52, (~1)F - 6% - Bt = 5737 (~1)* -
5F=1. Suget takéhoto nekonedného radu neexistuje.

Priklad 22: Majme n.p. X a Y s pravdepodobnostnymi rozdeleniami uvedenymi v tabulkich 13 a 14 :

X [1 [2 [3 [4
Py [0,1]0,2]0,3]0,4

Tab. 13: Rozd. pravd. n.p. X

Y [1I |2 [5 |6
Py [0,1]0,1]0,4]0,4

Tab. 14: Rozd. pravd. n.p. Y

Potom x5;, = 4 a yj, nie je dany jednoznacne. Zvykne sa niekedy povedat, Ze modus neexistuje.



X 1 (2 [3 [4 [5 [6 [7 [8 [9 [10
PX<z)|0 [01]02[03[0,4[0,50,6]0,7]0,8]0,9
P(X>z;)]09]08[07[0,6]0,5]0,4]0,3]0,2]0,1]0

Tab. 15: P(X < ;) a P(X > z;) (Pr. 23)

Priklad 23: Nech n.p. X € {1,2,---,10} a P(X =4) =0,1, pre ¢ = 1,2,---10. Najdite Me a Q.

RieSenie pr. 23: Hodnoty n.p. X usporiadame podla velkosti a vypo¢itame P(X < x;) a P(X > z;).
Nech p = 0,5, potom {z;; P(X < z;) > 0,5} = {6,7,8,9,10}. inf{6, 7, 8, 9, 10} = 6. To znamena,
ze podla [?] je zpre = 6. V pripade inej def. {z;; P(X < x;) < 0,5} ={1, 2, 3,4,5,6} a {z;; PX >
x;) <0,5} = {5, 6,7, 8 9, 10} Vidime, Ze median nie je jednozna¢ny. V tomto pripade za median budeme
povazovat ¢islo 5,5 (xpre = 5,5).
Ak p = 0,25, potom {z;; P(X < z;) < 0,25} = {1,2,3} {z:; P(X > 2;) < 0,75} = {3,4,5,6,7.8,9,10}
Vidime, ze xj, = 3.

Poznamka 2: Pokial poc¢itame p-kvantil pomocou vypodtovej techniky, je potrebné si pozriet, ako je de-
finovany. Napriklad v programe EXCEL pomocou funkcie QUARTILE.INC by sme v predoslom priklade
dostali x;, = 3,25, ale pomocou funkcie QUARTILE.EXc dostaneme xj, = 2, 75.

Priklad 24: Nech n.p. X pri hode regularnou hracou kockou predstavuje pocet bodiek. Vypocitajte
E(X),D(X), sikmost’ a Spicatost.

RieSenie pr. 24:

z |1 |2 [3 [4 5 6
pi | 1/6 | 1/6 |1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6
22 |1 |4 |9 |16 |25 |36
zip; | 1/6 | 2/6 | 3/6 | 4/6 | 5/6 | 1
22p; | 1/6 | 4/6 | 9/6 | 16/6 | 35/6 | 6

Tab. 16: (Pr. 24)

Stredna hodnota E(X) je stdet ¢isel predposledného riadku v tabulke 16 a E(X?) je stcet &isel
posledného riadku v tabulke 16. To znamena, Zze

E(X)=3,5 a D(X)=EX? —(E(X))?) =15,16 —3,5% = 2,916.

Teda ox = +/D(X) =1,707825.
Pre vypocet Sikmosti a $picatosti potrebujeme vypocitat ps a ji4.

i 1 2 3 4 5 6

i 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6
(x;—3,5)3 -p; | —15,625/6 | —3,375/6 | —0,125/6 | 0,125/6 | 3,375/6 | 15,625/6
(z; — 3,5)%-p; | 39,0625/6 | 5,0625/6 | 0,0625/6 | 0,0625/6 | 5,0625/6 | 39,0625/6

Tab. 17: ps3 je stcet 3. riadku a p4 je stcet 4. riadku tabulky. (Pr. 24)

13 = Z?:1(93i—37 5)3p; =0, pg = Z?:1(50z‘—37 5)4p; = 14, 72916. Sikmost sa teda rovna 0 a Spicatost’

. . 14,72916 __
je podiel Z—§ = D(“)‘é)2 = o = 1,73143.

Priklad 25: Vedenie fakulty sa rozhodlo odmenit’ studentov za skusku z predmetu Matematika podla
nasledujiiceho pravidla:

V roéniku je 100 studentov. Kol'ko EUR asi budu potrebovat v nasledijicom roku, ak predpokladaju,
ze vysledky zo skusky budu zodpovedat predchadzajicim ro¢nikom?



Znamka zo skasky | A B C D E
Vyska odmeny 25 | 15 10 5 0
Pravdepodobnost | 0,1 | 0,15 | 0,25 | 0,2 | 0,3

Tab. 18: Pravidla pre odmetovanie (Pr. 25)

zi 25 [15_[10 ][5 [0
pi 0,1]0,15]0,25]0,20,3
[@ipi [25]225[25 [1 [0 |

Tab. 19: E(X) je stidet posledného riadku tabulky. (Pr. 25)

Riesenie pr. 25: V poslednom riadku tabulky 18 je uvedena pravdepodobnost, s akou zndmkou Student
ukon¢i skusku. Pravdepodobnost’ sa zistila dlhodobym sledovanim vysledkov z predmetu Matematika. Do
dvahy sa nebrala zndmka FX. Ozna¢me X n.p. vysku vyplatenej odmeny Studentovi.

V tomto pripade E(X) = 8,25. Stredna hodnota E(X) predstavuje oakévain odmenu na jedného
Studenta.
Zéaver: Ocakivana odmena na jedného Studenta je 8,25 EUR a teda pri 100 Studentoch je to 825 EUR.

Priklad 26: Nahodnéa premenna X nadobtda hodnoty x1,x2 a P(X = z1) = p. Vypocitajte E(X) a
D(X).

Riesenie pr. 26: D(X) = (z1 —x2)? -p- (1 —p).

Priklad 27: HadZeme hracou kockou z homogenného materidlu dovtedy, kym nepadue ¢islo 6. a) Aka je
pravdepodobnost, Ze pokus sa skonéi v 10-tom hode? b) Ak4 je pravdepodobnost, Ze pokus sa skonéi v
neparnom hode?

RieSenie pr. 27: Ozna¢me A udalost: padne ¢islo 6 a X ozna¢me pocet netspesnych pokusov. To
znamend, ze p = P(A) = 1/6.

a) Zaujima nas P(X = 9): P(X =9) = (5/6)? - (1/6) = 0,0323. Pravdepodobnost, 7e pokus sa skonéi v
10-tom hode (9 hodov bolo netspesnych) je 0,0323.

b) Ozname B nahodnu udalost: pokus sa skonéi v neparnom hode. Pocet netspesnych pokusov je teda
parny. To znamend, ze X € {2k: k=0,1,2,---}.

[ o) 2k
P(B)_ZP(X_%)_Z(Z) %:0,5@.
k=0

Jedna sa o sucet geometrického radu pre ktory plati

0o
n=0

a
qa

ak |q| < 1.

V nagom pripade a = 1/6 a ¢ = (5/6)°.

Priklad 28: Hadzeme hracou kockou z homogénneho materidlu. Nahodna premenna X bude predstavo-
vat ¢islo, ktoré padne pri jednom hode. Vypocitajte E(X) a D(X).

Riesenie pr. 28: Pretoze X ~ Ro(6), E(X) = 3,5 a D(X) = 2,9166.

Priklad 29: V kruzku je 25 Studentov, z toho 15 absolventov gymnéazia. Nahodne vyberieme 5 Studentov.
Aka je pravdepodobnost, Ze medzi nimi budua traja Studenti gymnazia?

RieSenie pr. 29: Vsetci Studenti v kruzku tvoria mnoZinu €2, a teda |Q2] = 25. Ak A su absolventi
gymnazia, potom |A| = 15 a |A°| = 10. Nahodne vyberieme nejaka 5-ticu z mnoziny Q. N.p. X je
funkcia, ktora prislusnej 5-tici priradi ¢islo, ktoré predstavuje pocet absolventov gymnazia, a teda
max(0,15 4+ 5 — 25) < X(wy,...,ws) < min(15,5)

0 §X(w1,...,w5) < 5.

Rozdelenie pravdepodobnosti n.p. X je v tabulke 20:
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X |0 1 2 3 4 5
Px | 0,0047 | 0,0593 | 0,2372 | 0,3854 | 0,2569 | 0,0565

Tab. 20: Pravd. rozd. pre n.p. X ~ H(25, 15, 5) (Pr. 29)

a teda P(X = 3) = @5()2%1;) = 0,3854.
5

Priklad 30: Ak X ~ Ro(a,b) vypocitajte E(X), D(X), ®pre, @3 a Y4.

) b
Riesenie pr. 30: B(X) = [ tfx(t)dt = [ 1 dt = 52, D(X) = E(X?) - B(X)? = L=2 — (b+a)® _

(b—a)?
12 -

00 b
Si f = — [ =B gy _ B(X-B(X)*) _
Sikmost: E((X — E(X)3) = _{O (t— E(X))3fx(t)dt = afﬁ dt = 0,takaz = D(X()S =0.
. 0o b —a
Spicatost: E((X — B(X)") = [ (t -~ (X)) fx(t)dt = [ U520 dr = o’ ok o, = ECESECOY _

9 _ _ _ 6
Fayy=ag—3=—3.

Priklad 31: Autobus MHD chodi v pravidelnych 10 minatovych intervaloch. Nech n.p. X predstavuje
dobu ¢akania na autobus, ak cestujici pride na zastdvku ndhodne. Teda

0 t<0
P(X <t)=Fx(t) = t/10 te€ [0, 10].
1 t > 10.
a
) 0 t¢ (0, 10)
fx(t) = Fx(t) =
1/10 te (0, 10).
Vypocitajte:

a) pravdepodobnost, Ze ndhodny cestujici bude ¢akat najviac 7 minut;

b) pravdepodobnost, Ze cestujici bude ¢akat viac ako 3 minuty a menej ako 8 mindt;

¢) strednt hodnotu a rozptyl ¢asu Cakania cestujiceho na autobusovej zastévke.
Riesenie pr. 31:

a) P(X <T7)=Fx(7)=0,T7;

b) P3< X <8)=Fx(8) —Fx(3)=0,8—0,3=0,5;

¢) B(X) =100 —5 p(x)= 100" _

w‘g

Priklad 32: Pouzite pravidlo k—sigma pre n.p X ~ N(2,9) a k =1,2,3.

RieSenie pr. 32: PretoZze p = 2 a 0 = 3, tak P(—1 < X < 5) = 0,68, P(—4 < X < 8) = 0,95,
P(—7 < X < 11) = 0,997.

Priklad 33: Nech X7 ~ N(1,4) a X5 ~ N(2,9) st nezavislé nahodne premenné. Vypoéitajte, ak mate k
dispozicii len tabulky N(0,1) (str. ??, tab. ??):
P(4 < X7 —2X, < 8)



11

RieSenie pr. 33: Pretoze X; ~ N(1,4) a X5 ~ N(2,9) a ide o nezavislé ndhodne premenné, tak
E(X1 - 2Xs) = B(X)) —2E(Xs) =1-2-2= -3, D(X; —2-Xs) = D(X;) + 4D(X5) = 4 + 36 = 40.
Teda Y = X7 — 2X5 ~ N(—3,40) a plati

(4 (=3) Y —(=3) _8—(-3)
P(4<Y§8)_P( 5 < vm S m)

()

Priklad 34: Hadzdeme kockou dvakrat. Mame dve pravidla: pri prvom hode méme pravidlo X a pri
druhom pravidlo Y. X(2) = X(4) = X(6) =0, a X(1) = X3)=X0B)=1, Y1) =Y(2) =1 a
Y(3)=Y(4)=Y(5) =Y (6) =0. Najdite

a) fxyv, Fxy(0,1);

)

b) E(X -Y);

c) cou(X,Y), p(X,Y);
)
)

7
— @ —— ) 20,959 — 0,866 = 0,093
<v40)

d) DIX+Y),D2X -Y)acov(2X -Y, X +2Y);

e) vypocitajte Xz ak Z = (2X — Y, X +2Y)7.

Riesenie pr. 34: Pri vypocte kovariancie, alebo korelacného koeficientu v pripade diskrétnych n.p. sa
lep$ie pracuje s tabulkami. V nasledujicej tabulke st uvedené marginalne a zdruZzené rozdelenia n.p. X
aY.

Y/X (0;1/2) | (1;1/2)
(0;2/3) | 1/3 1/3
(1;1/3) | 1/6 1/6

Tab. 21: ZdruZené rozd. pravd. Fxy (Pr. 34)

a) fxy je uvedené priamo v tabulke a Fx y(0,1) = 1/6;
b) E(X-Y) = 1/6;

¢)—-d) D(X)=1/4, D(Y) =2/9 apretoze X a Y st nezavislg, tak cov(X,Y) = p(X,Y) =0, D(X+Y) =
D(X)+ DY) =1L, D2X -Y)=4D(X)+ DY) =4, cov(2X =Y, X +2Y) = 2cov(X, X) —
2cov(Y,Y) =1/2 —4/9 = 1/18;

e) Na vypocet Xz potrebujeme este D(X +2Y) = D(X) +4D(Y) = 41/36. Preto
11/9  1/18

g =
1/18 41/36

Priklad 35: 2 HaZdeme kockou. N&dhodna premennd X priradi ¢islam > 3 hodnotu 1 a &islam < 4
hodnotu —1. Nahodna premenna Y priradi parnemu ¢islu hodnotu 2 a neparnemu 0.

1. N&jdite zdruzené rozdelenie pravdepodobnosti fxy a marginédlne rozdelenia pravdepodobnosti.
2. Vypoditajte P(X > 0,5; Y < 1).

3. Zistite, ¢ st ndhodné premenné X, Y nezavislé

4. Vypocitajte kovarianciu a korela¢ny koeficient medzi X a Y.

5. Vypoditajte kovarian¢nd maticu pre ndhodny vektor (X,Y).

6. Kedy sa korelaény koeficient rovnéa {1; —1;0}?
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w 1 2 3 4 5 6
Di 1/6 [ 1/6 [ 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6
X 1 1 1 -1 ] -11]-=1
Y 0 2 0 2 0 2
X2 1 1 1 1 1 1
Y? 0 4 0 4 0 4
X-Y|o0 2 0 -2 10 -2

Tab. 22: Zakladna tab. Pr. 35

V/X | (=11/2) | (1;1/2)
(0;1/2) | 1/6 1/3 :
2:1/2) | 1/3 1/6

Tab. 23: ZdruZené rozdelenie pre n.p. X,Y a ich marginalne rozdelenia (Pr. 35)

Riesenie pr. 35: Najskor si vytvorime zakladni tabulku 22 pre n.p. X a Y:
1. Marginane a zdruzené rozdelenia:
2. P(X>0,5Y<1)=1/3;
3. Vsimnime si, Ze napriklad P(X = 1;Y =0) # P(X = 1) - P(Y = 0), teda n.p. X a Y nie st

nezavislé;
4. cov(X,Y) =p(X,Y) =-1/3;
1 —1/3
Yixy)= ;
~1/3 1

6. Pozri vlastnosti korela¢ného koeficientu.

Priklad 36: Urcite, do ktorej skupiny patria nasledujtice skupiny dat:

a) zisk vyjadreny v precentach, priemerné platy v jednotlivych odvetiach, namerané dizky hodu gulou,
pocet bodov jednotlivych studentov na skiske, prietok.

b) pohlavie v skimanej skupine, farba vlasov, slovné hodnotenie (vybony, zIly, priemerny), preferovana
farba.

RieSenie pr. 36: a) kvantitativne data, b) kvalitativne data.

Kvantitativne data rozdelujeme do dvoch zékladnych skupin:
e Diskrétne — vysledkom experimentu moéé byt maximalne spoéitatelny pocet moznosti.
e Spojité — vysledkom experimentu moze byt 'ubovolné ¢islo z nejakého intervalu.

Priklad 37: Urcite, do ktorej skupiny patria nasledujice skupiny dat:

a) zisk vyjadreny v precentach, priemerné platy v jednotlivych odvetiach, namerané dlzky hodu ostepom,
prietok;

b) pocet deti v rodine, pocet poschodi v rodinnych domoch, pocet mesiacov v roku, kedy priemerna
teplota bola vyssia ako 20 °C.

RieSenie pr. 37 a) spojité data, b) diskrétne data
najcastejSie pouzivané grafy — kolacovy a stlpcovy graf.

Priklad 38: Mestska spréava sa rozhodla zistit vytaZzenost krizovatiek (kr;) v meste pocas dopravnej
$picky (medzi 7:00 — 8:00). Pracovnici pocas tohoto ¢asového intervalu zapisovali jednotlivé dopravné
prostriedky, ktoré cez krizovatky presli. Vysledky st zapisané v tabulke 24.

2 kovariancia a korelacia nie pre M3 a M4
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Krizovatka | B | M | OA | AU | NA || Spolu
krq 10 | 5 20 10 5 50
krg 0 10 | 25 8 15 58
krs 3 15 | 50 0 0 68
kry 7 1 20 1 5 34
krs 8 0 26 ) 10 49
kre 0 0 29 10 10 49
kry 5 1 50 0 6 62
krs 2 5 20 0 7 34
krg 10 | 3 21 0 10 44
krig 5 2 26 15 5 53
’ spolu ‘ 50 ‘ 42 ‘ 287 ‘ 49 ‘ 73 H 501 ‘
Tab. 24: kr; i-ta krizovatka, ¢ = 1, 2, 3, ---, 10, B — bicykel, M — motorka, OA — osobné auto, AU — autobus,

NA - nakladné auto. (Pr 38)

N4jdite modus sledovaného kvalitativneho znaku — typ dopravnéého prostriedku prechadzajici krizo-
vatkou krg, najdite modus sledovaného kvalitativneho znaku — typ krizovatky z pohladu podétu precha-
dzajucich bicyklov a najdite modus sledovaného kvalitativneho znaku — typ krizovatky — celkovy pocet
dopravnych prostriedkov prechadzajucich cez dana krizovatku.

RieSenie pr. 38: Modus krg je OA; modus pre bicykel nie je jednozna¢ny (kry = krg = 10), modus pre
premennt krizovatka je krs.

Priklad 39: U nahodne vybranych studentov sa zistovali dva udaje: pohlavie a typ ubytovania. Vysledky
st uvedené v tabulke 25 (frekvencéna tabulka dvojstuphiového triedenia):

Pohlavie/ubytm)a”ie I P D SpOIu
M 613 |2 |11

7 21215 |9
Spolu 815 |7 120

Tab. 25: Pohlavie: muz (M), Zena (Z). Ubytovanie: internat (I), privat (P), doma (D). (Pr. 39)

Najdite modus pre premenné: ubytovanie a pohlavie.

Riesenie pr. 39: V tabul'ke 25 st nasledujice informaécie: bolo oslovenych 20 studentov, z toho 11 muzov
a 9 zien. Na internéte byvalo 8 z nich, na private 5 a siedmi byvali doma. Pre premennti ubytovanie
modus = internat a pre premennt pohlavie modus = muz.

Priklad 40: Vedenie obchodného domu na dédmske oblecenie chcelo ziskat informécie o geografickom
rozloZeni stc¢asnych zakazniCok. Manazment sa rozhododol, Ze urobi anketu na tito tému. Vysledky su
zhrnuté vo frekvencnej tabulke 26.

Svetova strana Sever | Vychod | Juh Zapad
Pocetnost (frekvencia) | 50 40 65 45
Relativna frekvencia 0,25 | 0,2 0,325 | 0,225

Tab. 26: Ka#da respondentka oznaéila jednu z moznosti: sever, vychod, juh, zapad. (Pr. 40)

RieSenie pr. 40: Modus je odpoved juh.

Priklad 41:

Pocas dvoch mesiacov sme denne dvakrat merali teplotu termélneho pramena. Mame k dispozicii 60
hodnét, pricom min = 16,5° Camax = 29,8 ° C. Po intervalovom triedeni sme ziskali frekvenéni tabulku
27:
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Interval | (—oo;18] | (18;20] | (20;22] | (22;24] | (24;26] | (26;00)
n; 2 10 15 17 13 3

7, 2760 10/60 | 15/60 | 17/60 | 13/60 | 3/60
F; 2/60 12/60 | 27/60 | 44/60 | 57/60 | 60/60

Tab. 27: Frekvenéna tabulka po intervalovom triedeni (Pr. 41)

To znamené, %e pocas dvoch mesiacov sme 10-krat namerali teplotu vyssiu, ako napriklad, de 18° C
a nizSiu alebo sa rovnala 20° C. Na grafické znazornenie zatriedenych merani sa ¢asto pouziva napri-
klad histogram. Histogram z relativnch frekvencii nAm moze pomoct’ pri hladani pravdepodobnostného
rozdelenia pre teplotu vody termalneho pramena.

Priklad 42: Na teste zo Statistiky sa zucastnilo 21 studentov. Odpovedali na 10 otdzok a mohli za kazda
otazku ziskat 0 (nespravna odpoved) alebo 1 bod (spravna odpoved). Vysledky testov st usporiadané
podla velkosti (zvyraznena je hodnota medianu)

{0,4,4,5,5,55,5,6,6,6,6, 6,6, 7,38, 8,8, 8,9, 10}

a st zhrnuté v nasledujicej tabulke 28:

body | 0 4 5 6 7 8 9 10

n; 1 2 5 6 1 1 1 1

fi 1/21 | 2/21 | 5/21 | 6/21 | 1/21 | 4/21 | 1/21 | 1/21
F, 1/21 | 3/21 | 8/21 | 14/21 | 15/21 | 19/21 | 20/21 | 2121

Tab. 28: Frekvenéna tabulka (Pr. 42).

Pre konstrukciu krabicového grafu potrebujeme nasledujtice hodnoty:
min = 0, max = 10 , zpe = 6, 2 = 5, 2y =8 R=8—-5 =3, Ug = 2y +1,5- R = 12,5 a
LR:$L—1,5'R:0,5.

X XU

XMe

Fig. 1: Krabicovy graf (Pr. 42).
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Vyfarbeny obdlznik zagina v hodnote z;, a konéi v zy. Zvisla ¢iara uprostred je median. Vodorovna
Clara na pravej strane nepresiahne U a na l'avej strane nepresiahne hodnotu L. Hodnoty, ktoré st mensie
ako L g, alebo vicsie ako Ug ozna¢ime osobitne a volame vyboc¢ujuce hodnoty (outlayers). Hodnoty mensie
ako xp — 3R a zy + 3R st oznacované odlisne od prvych vybocujicich hodnét.

V naSom pripade mame jednu vybocujticu hodnotu, a to zisk z testu 0 bodov.

Priklad 43: Mame v urne 10 Zeténov, z toho 6 bielych a 4 ¢ervené. Ak vytiahneme jeden Zeton, tak
pravdepodobonost’ toho, Zze bude biely, je 0,6 a ¢erveny 0,4. Hrame hru:
Ak vytiahneme biely zaplatime do banku 5 EUR a ak vytiahneme ¢erveny, dostaneme 3 EURA. Tymto
definujeme n.p. X — {3,5}

X (Cerveny) =3, X (biely) = —5.

Pravdepodobnostné rozdelenie n.p. X je v tabulke 29:

X 931:—5 1‘2:3
Py | P(X=-5)=0,6 | P(X=3)=0,4

Tab. 29: Pravd. rozd. n.p. X z prikladu 43

zjednodusSene

xX; -5 3
pi | 0,6 | 0,4

Tym sme vytvorili pravdepodobnostny model. Teraz moézeme pristipime k samotnej hre. Po uskuto¢-
neni prvého tahu sme vytiahli biely Zeton. Realizovali sme n.p. X1, ktora ma také isté rozdelenie ako X.
Vysledok si zapiSeme a zeton vlozime naspit do urny a opéat tahame Zeton. Vysledok pokusu je ¢erveny
Zeton. To znamend, Ze realizacia n.p. Xs je 3 (n.p. je tak isto definované ako n.p. X, index 2 znamena, ze
sme uskutoé¢nili druhy tah). Vysledok realizacie n.p. X3 je nezavisly od X; (Zeton sme vratili do urny).
Inymi slovami n. p. X7 a X5 st od seba nezéavislé a rovnako rozdelené (IID). Pokus zopakujeme 10-krat.
Vysledky st uvedené v tabulke 30:

Cislo pokusu 1 12345 |6 |78 |9 |10
Vysledok pokusu | -5 |3 (3|3 |-5|-5[3|-5|-5|-5

Tab. 30: Realizacia ndhodného vyberu rozsahu 10 (Pr. 43).

Hovorime, Ze sme uskutoc¢nili ndhodny vyber rozsahu 10 a &sla v tabulke znamenaju realizaciu tohoto
nédhodného vyberu.

Priklad 44: Vzdialenost dvoch objektov sme odmerali 10-krat za tych istych podmienok. Vysledky me-
rania povazujeme za nahodny vyber.

Priklad 45: Predpokladajme, Ze firma, ktora sa zaoberad vyrobou vyliskov z plastickych hmot, chce
poznat’ G¢inok technologického procesu na kmitanie podlahy vo vyrobnej hale. Ohrozenie podlahy sa
hodnoti pomocou vibracii, ktorymi sa podlaha rozkmita v désledku rézov pri lisovani. Meranie sme
opakovali 20-krat. Z nameranych hodnét vibracii sme vypocitali bodovy odhad strednej hodnoty p ako
aritmeticky priemer nameranych tudajov

o 12
X:%;xizl,%

a vieme, ze 02 = 0, 81.
To znamené, Zze ndhodny vyber, ktorého realizaciou sit namerané hodnoty

L1y -yT20,

pochédza z normalneho rozdelenia N (p,0,81). Z toho vyplyva, Ze nahodna premennia X ~ N(u, 0;51).

Potrebujeme najst OIS pre o = 0,05. V tabulke pre N(0,1) ndjdeme (1 — §)-kvantil ®~1(0,975) = 1,96
a dosadime do vzorca pre OIS

0,9 0,9
1,25—1,96- ——, 1,25+ 1,96 - —— | = (0,9984; 1,5016).
( V20 \/20> ( )
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To znamena, Ze
P(pn e (0,9984; 1,5016)) = 0,95.
Zaver. Vsetky hodnoty vibréacii v danej vyrobnej hale sa nachadzaju s 95 %-tnou spolahlivostou v inter-

vale (0,99841,5016).

Priklad 46: Potrebujeme riegit problém z Prikladu 45, ale teraz nepozname o2 a hodnota 0,81 je len
odhad 2. To znamen4, ze S? = 0,81. V takomto pripade namiesto ®~1(0,975) pouzijeme t19(0,975),
ktora najdeme v tabulke pre £(19). Pretoze

t19(0,975) = 2,003,

potom OIS je

0,9 0,9
1,25 -2,093 - ——, 1,25+ 2,093 - — =(0,8288; 1,6712).
< V20 V 20) ( )

Vidime, Ze tento interval je o nieco 8irsi, ako v Priklade 45.
Zaver: Vsetky hodnoty vibracii v danej vyrobnej hale sa nachadzaja s 95 %-tnou spolahlivostou v inter-
vale (0,8288; 1,6712).

Priklad 47: V laboratériu sme testovali pristroj na meranie teploty vody. Voda mala presne 10° C.
Urobili sme 20 nezavislych merani a vypocitali sme, ze Sz = 1,21. Vypoéitajte 95 %-ny interval PIS pre
rozptyl merani pouzivaného meracieho pristroja.

RieSenie pr. 47: Pretoze S2 = 1,21, a = 0,05 a x3,(0,05) = 10,851 (hodnota z tabulky pre x3,), tak

PIS je
20-1,21
;. ———— ] =(0; 2,2302).
(0, 10’851) (0; 2,2302)

To znamena, ze

P(o% € (0; 2,2302)) = 0,95,
teda na 95 % rozptyly merani danym pristrojom neprekrocia hodnotu 2, 2302.

Priklad 48: Potrebovali sme zistit rozptyl teploty vody. Urobili sme 20 nezavislych merani a vypocitali
sme, e priemernd teplota je T = 20,5° C a S? = 2,24. Vypoéitajte 95 %-ny interval PIS pre rozptyl
teploty vody.

RieSenie pr. 48: Pretoze S? = 2,24, T = 20,5° C, a = 0,05 a x34(0,05) = 10,117 (hodnota tabulky
pre x3,), tak PIS je
< 19-2,24

0117 ) = (0; 4,2068).

To znamena, ze

P(c% € (0; 4,2068)) = 0,95.
Na 95 % rozptyly merani teploty vody danym pristrojom neprekroc¢ia hodnotu 4, 2068
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Fig. 2: 0, 05-kvantil rozdelenia x2(19)

Priklad 49: Chceli sme zistit, ako I'udia odhaduji jednu minttu. Pokus sme urobili na desiatich respo-
dentoch n = 10. Ideme riesit’ ulohu:

Ho: X =60 Hp:X+#60

Vysledky st v nasledujicej tabulke (v sekundach). Vysleky st usporiadané podla velkosti.

Respondent | 1 2 3 4 |5 |6 7 18 |9 10
odhad z; 45 |48 |50 | 51 | 53 | 55 | 56 | 58 | 63 | 68
yi=x1—60 | -15|-12|-10|-9 |-T |5 |-4]|-2 |3 |8
i 5 |12 (10 |9 |7 |5 |4 |2 |3 |8
Poradie 10 |9 8 7T !5 |4 |3 |1 |2 |6
RF 2 |6

Teda ST =2 + 6 = 8. l'ahko sa da overit’, ze S~ = 48. Tabulkova hodnota w;0(0,05) = 8. Pretoze
min(7,48) =7 < 8,

tak hypotézu H, zamietame.
Aproximacia normalnym rozdelenim: Pretoze

10.11 10.11.21
B(S*)=—= =275 D(S*)= """ = 96,25,
4 24
tak Statistika v o7 B
U= 2 -2 08955.
/96,25 ’
V tabulkach pre N(0, 1) najdeme ¢(0,975) = 1, 96.

Zaver:

U| = 2,08955 > 1,96,

a teda Hy zamietame.

Priklad 50: Podla vysledkov celoslovenského prieskumu sa zistilo, ze 69,2 % obyvatelov pije na ranajky
kavu. Nahodne sme vybrali 62 vysokoskolskych ucitelov a z nich 37 uviedlo, Ze na ranajky pije kdvu. Na
hladine vyznamnosti a = 0,05 chceme zistit’, ¢i podiel ucitel'ov pijicich na ranajke kivu je taky isty, ako
v celej dospelej populécii.

Ideme teda na hladine vyznamnosti 0,05 testovat:

Hy:p=0,692 Hy :p+#0,692,
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Ak plati Hy, potom ndhodna premennéd Y podet ucitelov pijucich kdvu, ma binomické rozdelenie
Y ~ Bi(n,p), kde n =62 a p = 0,692.

k1

62 . .

PY <k)= Z ( ; )0,692%1 —0,692)" " <0,025
=0

7 binomického rozdelenia l'ahko zistime. Ze

P(Y < 35) =0,023096247 < 0,025

P(Y < 36) = 0,041626452 > 0, 025.

Z toho vyplyva, ze k1 = 35. RieSime tlohu: najst také najmensie ko, aby platilo

"L /62 , ,
P(Y > ky) = Z < . >0,692’(1 —0,692)""% < 0,025.
i:kg

Pretoze
PY>ky)=1—-PY <ky)=1-PY <ky-1)

a z binomického rozdelenia zistime, Ze
1—P(Y <49)=1-0,969018281 = 0,030981719 > 0,025

1—-P(Y <50)=1-0,0,984954961 = 0, 015045039 < 0,025,

tak ]{)2 = 51.
Zaver:
AkY € {36,37,...,50} tak Hy nezamietame. V naSom pripade teda moZeme skonstatovat’, Ze na zaklade

prieskumu ucitelia v pripade pitia kivy na ranajky sa spravaju rovnako, ako cela slovenska populécia.

Priklad 51: Testujeme, ¢i hracia kocka je regularna. Urobili sme 600 pokusov. Hypotéza Hy je, Ze kocka
je v poriadku, oproti alternative H; — kocka je falosné. To znamené, ze predpokladame

Pretoze n = 600 a p; = 1/6, potom np; = 100 pre j = 1,2,...6. V nasledujucej tabulke st uvedené
pocetnosti.

i J1 2 |3 |4 |5 |6
n;, | 104 |92 | 109 |93 | 101 | 101
A; [4 |8 |9 |7 [T |1

2 1016 ] 064 081 [049] 001 [ 001 ]

kde A; = n; —np; = n; — 100. Statistika C' je su¢et hodnot v poslednom riadku tabulky:
C =2,12 < 11,07049775 = (x2) (0, 95),

preto Hy na hladine o = 0, 05 nezamietame. Viimnime si, Ze p-hodnota je pomerne vysokd p = x2(2,12) =
0,832.
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Fig. 3: Kriticka oblast

Priklad 52: Pokus pozostéaval z piatich nezavislych hodov mincou a ndhodné premenna X je pocet pad-
nutych znakov. Urobili sme 30 pokusov. Vysledky st uvedené vo frekvenc¢nej tabulke. Ak predpokladame,
7e X ~ Bi(5;0,5), to znamena, Ze

H, : X ~ Bi(5;0,5) H, :Hq neplati

Ak H, plati, potom teoreticki pravdepodobnost’ vypoc¢itame podla vzorca pre binomické rozdelenie

pravdepodobnosti:
5
Dj = Pit1 = <i)0’55

pret=0,1,...,5. Hodnoty st v nasledujicej tabulke:

j 1 2 3 1 5 6

X 0 1 2 3 1 5

n; 1 5 5 10 8 1

; 0,03125 | 0,15625 | 0,3125 | 0,3125 | 0,15625 | 0,03125
30.p; | 0,9375 | 4,6875 | 9,375 | 9,375 | 4,6875 | 0,9375
Alz;) | -0,0625 | -0,3125 | 4,375 | -0,625 | -3,3125 | -0,0625

A(x;)?
30.p;

0,0042 \ 0,02083 \ 92,0417 \ 0,0417 \ 2,3408 \ 0,00417 \

Statistika C je stcet hodnot v poslednom riadku tabulky C' = 4, 4533. Kvantil (kritickt hodnotu) hl'addme
v tabulkich pre x? rozdelenie s 5 stupfiami volnosti pre a = 0,05: (x2)7%(0,95) = 11,07. Pretoze
C = 4,4533 < 11,07 tak Hy na hladine o« = 0,05 nezamietame.

Ak nahodna premenna je spojita, tak najskér musime stanovit’ triedne intervaly, do ktorych budeme
namerané, resp. napozorované hodnoty zadelovat’. Vicsinou volime ekvidistatna dizku intervalov (¢, ¢+
d,j=1,...,k—2,d>0.

Postup — spojité data

1. Urobime zakladni popisnu Statistiku, roztriedime data do triednych intervalov, urobime frekvenénu
tabulku.

2. Stanovime hypotézy Hy, H; a hladinu vyznamnosti .

3. Vypocitame teoretické pravdepodobnosti p;, ktoré zodpovedaji teoretickému rozdeleniu pravdepo-
dobnosti z hypotézy Hy.

4. Vypocitame testovaciu Statistiku C.

5. V &tatistickych tabulkach si najdeme kvantil z y? rozdelenia pre zodpovedajtci pocet stupiiov
volnosti v resp. p-hodnotu p.
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6. Rozhodnutie: Ak C' > v resp. p < «a hypotézu Hy na hladine vyznamnosti o zamietame.

Priklad 53: Merali sme teplotu vody v podzemnom prameni. Merania sme nezévisle po sebe zopakovali
100-krat. Predpokladame, ze udaje pochadzaja z N(12;1).

RieSenie pr. 53: Sformulujeme Statistické hypotézy
Hp : X ~ N(12;1) H, :H neplati

V naledujtcej tabulke je uvedeny vysledok intervalového triedenia:

J 1 2 3 4 5 6 7
tr.int. | <10 | (10] | (10,5] | (11] (11,5] | (12] > 12,5
n; 3 7 9 16 18 14 33

Dj 0,023 | 0,044 | 0,092 | 0,15 0,191 | 0,192 | 0,308
100.p; | 2,3 [4,4 |92 15 19,1 19,2 | 30,8
A; 0,7 2,6 -0,2 1 1.1 -5,2 2,2

A7 0,49 | 6,76 | 0,04 1 1,21 27,04 | 4,84
IOAOP - | 0,213 | 1,536 | 0,004 | 0,0667 | 0,0634 | 1,4083 | 0,1571

Tab. 31: (a] = (a, a+0,5] a Aj; = n; — 100.p;.

Statistika C' je sucet posledného riadku v tabulke 31
C = 3,448 < 12,5916 = (x2)'(0.95),

preto nulovi hypotézu na hladine vyznamnosti o = 0, 05 nezamietame .

Priklad 54: (Pr. 53) Namerané udaje z prikladu 53 teraz spracujeme pomocou K-S testu. Statisticke
Hypotézy su také isté:

Ho : X ~ N(12;1) H; :H neplati

Merali sme 10 krat teplotu a namerali nasledujice teploty (tdaje sme usporiadali podla vekosti:

j 1 2 3 4 5

x; 10,49 [ 10,85 | 10,92 | 11,05 | 11,96
Fio(z;) [01 02 [03 ][04 0,5
F(z;) 0,066 | 0,125 ] 0,14 | 0,171 [ 0,484
A(z;) [0,034]0,075]0,16 | 0,229 | 0,016 |

j 6 7 8 9 10

x; 12,06 | 12,61 | 13,1 | 13,55 | 13,58
Fio(z;) |06 |07 |08 |09 |1
F(x;) | 0,524 | 0,729 | 0,864 | 0,939 | 0,943
A(x;) ] 0,076 [ 0,029 | 0,064 | 0,039 | 0,057 |

kde A(z;) = |Fio(xj) — F(x;)]|. Statistika
KS = maxj(|F10(xj) — F(QEJ)D = 0,229

a v tabulkach pre K-S D1(0,05) = 0,409. Pretoze K.S < D1(0,05) tak Hy teda na hladine vyznamnosti
«a = 0,05 nezamietame.

Priklad 55: Nech mnozina A = {1,2,3} a Q je mnoZina v8etkych trojcifernych ¢isel.
a) Kol'ko prkov ma mnoZina Q7

b) Kolko prkov mé& mnozina €;: kazdé ¢islo mozeme pouzit len raz?

¢) Kolko prkov ma mnozina Qo: kaZzdé &slo, okrem 1, méZeme pouzit len raz?

Riesenie pr. 55: a) 27. b) 6. ¢) 13.
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Priklad 56: Vieme Ze pristupovy kod sa sklada, z desiatich roznych znakov, ktoré pozname. Aka je
pravdepodobnost’, Ze na prvy krat uhadneme pristupovy kod?

RieSenie pr. 56: P(uhadne kod na prvy krat ) = % 2,75573 - 1077,

Priklad 57: V urne mame 10 lopti¢iek oznacenych 1,2,3,...,10. Tahame postupne po jednej lopticke.
Vytiahnutt lopticku nevraciame do urny. Toto opakujem dovtedy, kym urna nebude prazdna. Aka je
pravdepodobnost, Ze ich vytiahneme v poradi 1,3,2,4,5,6,7,8,10,97

Riegenie pr. 57: P(1,3,2,4,5,6,7,8,10,9)) = 17 = 2,75573 - 107

Priklad 58: V urne mame 10 lopticiek oznacenych tak, Ze 5 z nich m4 znak 1 a zvysné 2, 3,4, 5, 6. tahame
postupne po jednej lopticke. Vytiahnutt lopticku nevraciame do urny. Toto opakujeme dovtedy, kym urna
nebude prazdna. Aké je pravdepodobnost, Ze ich vytiahneme v poradi 1,3,2,4,5,6,1,1,1,17

RieSenie pr. 58: P(1,3,2,4,5,6,1,1,1,1) = =3,30688-107°

30240

Priklad 59: V urne mame 12 loptic¢iek oznacenych 1, 2, 3, tak, Zze 5 z nich je oznacenych ¢islom 1, ¢islom
2 st oznacené 4 a zvys$né ¢islom 3. Tahame postupne po jednej lopticke. Vytiahnutt lopticku nevraciame
do urny. Toto opakujeme dovtedy, kym urna nebude prazdna. Aka je pravdepodobnost, Ze ich vytiahneme
v poradi 1,2,2,2,2/3,1,1,1,1,3,37

RieSenie pr. 59: P(1,2,2,2,2,3,1,1,1,1,3,3) = =3,6075-107°

27720

Priklad 60: V urne mame 12 lopti¢iek oznacenych 1,2, 3, tak, Ze 5 z nich je oznaceznych ¢islom 1, 4 si
oznacené ¢islom 2 a zvysné ¢islom 3. Tahame postupne po jednej lopticke. Vytiahnutt lopticku nevraciame
do urny. Toto opakujeme 4 krat. Aka je pravdepodobnost, Ze vSetky budu oznacené ¢islom 17

RieSenie pr. 60: = =5.TedaP(1,1,1,1) = =0,0101

4'P

Priklad 61: Mame udalosti A a B. Nech P(A) =0,3 a P(B) =0,6. Nech 0 < P(ANB) <0,5.
a) Najdite intervaly, do ktorych padna hodnoty P(A|B), P(B|A).
b) Mozu byt A, B navzajom nezavislé?

RieSenie pr. 61: a) 0 < P(A|B) <0,5a0 < P(BJA) < 1.b) Ano.

Priklad 62: Bayesova formula: Priestor ndhodnych udalosti je rozdeleny na 5 ¢asti Hy, ..., Hs (navzajom
sa vylucujucich) a je dan& nahodna udalost A. Ak pozname P(A|H;) a P(H;) pre i = 1,...,5 ako
vypod&itame P(A) a P(H3|A)?

RieSenie pr. 62: P(4) = ¥, P(H,)P(A|H,) a P(H;|A) = 2} ZlT),

Priklad 63: V ro¢niku je 100 Studentov, ktori st rozdeleni do piatich skupin. Vypodcitajte kolko dievéat
je v ro¢niku. Ak ndhodne vyberieme jedno diev¢a, aka je pravdepodobnost, Ze patri do tretej skupiny?
Rozdelenie studentov je v tabulke 32:

Sklﬂ)hly }11 ]Jé f{3 ]14 l]s
percento §tudentov v skupine | 10% | 30% | 10% | 20% | 30%
percento dievéat v skupine 50% | 10% | 10% | 0% | 10%

Tab. 32: Studenti (Pr. 63)

RieSenie pr. 63: V ro¢niku je 12 dievéat a a P(Hs| dievia) = .

Priklad 64: V jednej krabici je 10 modrych a 5 ¢ervenych balénov. V druhej krabici je osem bielych a
12 modrych balénov.

a) Nahodne si zvolime jednu krabicu a vyberieme z nej 1 balon. Aka je pravdepodobnost, Ze nebude
modry?

b) Nahodne vyberieme jednu krabicu. Aka je pravdepodobnost, Ze z nej vytiahnuty balon bude biely?
¢) Z oboch krabic vyberieme po jednom baléne. Aké je pravdepodobnost, Ze oba buda modré?
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RieSenie pr. 64: a) 0,36, b) 0,2, ¢) 0,4.

Priklad 65: V lietadle je 20% cestujacich zo SR. Je zname, ze 60% obyvatel ov SR pije po obede pivo,
kym obyvatelia inych Statov vypiju pivo po obede len v 20%. a) Aké percento cestujicich v lietadle ne-
uprednostiiuje pivo po obede?

b) Cestujuci si po obede vypyta pivo. S akou pravdepodobnostiou je to ob¢an SR?

Riesenie pr. 65: a) 72%, b) 0,42857.

Priklad 66: Je zname, Ze 25% obyvatel'stva je lavakov. Aka je pravdepodobnost, Ze na seminari kde je
30 ucastnikov st maximélne traja Tavaci?

RieSenie pr. 66:  =0,03745.

Priklad 67: Nikto nie je neomylny: obvodny lekar uréi v 50% pripadoch spravnu diagnézu, v 20% pripa-
doch nespravnu diagnozu a v 30% pripadoch odporudi pacienta na vySetrenie k $pecialistovi na polikliniku.
Specialista urdi v 60% spravnu diagnozu, v 15% nespravnu a pri 25% posle pacienta na konzilidrne vyset-
renie k priméarovi. Primar urd{ spravnu diagnozu v 85% a nespravnu v 15%. a) Aké je pravdepodobnost,
ze obvodny lekar uréi diagndzu spravne?

b) Ak4 je pravdepodobnost, Ze pacient bude mat nespravne uréend diagnézu?

RieSenie pr. 67: a) 0,5, b) 0,25625.

Priklad 68: Mame tri kosiky. KaZzdy z troch kosikov obsahuje jednu bielu a dve ¢erne gul6¢ky. Z prvého
kosika ndhodne vyberieme gulicku a vlozime do druhého. Z druhého kosika vybierieme nahodne jednu
gulicku a vloZzime do tretieho. AkA je pravdepodobnost, Ze z treticho kosika ndhodne vytiahneme ¢iernu
gulicku?

RieSenie pr. 68: 0,6

Priklad 69: Dva zavody vyrabaju okenné ramy. Prvy zavod vyraba 45% celkovej produkcie, druhy 55%.
Z produkcie prvého zavodu: 90% I.kategorie, 10% II. kategorie; druhého zavodu: 95% I. kategorie, 5% II.
kategorie, Uréte pravdepodobnost toho, Ze ndhodne vybrany ram je I. kategorie.

RieSenie pr. 69: Podmienena pravdepodobnost, veta o tplnej pravdepodobnosti, Bayesova veta.

Priklad 70: Pat krat hadzem mincou. N.p. X je ,pocet hlav minus podet znakov*.
a) Aké hodnoty moze nadobudat n.p. X.
b) Napiste vSetky elementarne udalosti pre pripad X (w) = 3.

RieSenie pr. 70: a) X € {—5,-3,—1,1,3,5}. b) (H,H,H,H,Z), (H H,H,Z,H), (H,H,Z,H,H),
(H,Z,H,H H), (Z,H,H,H, H).

Priklad 71: N.p. X je rozdiel "pocet hlav minus pocet znakov"pri trojndsobnom hode mincou.
a) Aké hodnoty moze n.p. X nadobudat?

b) Najdite pre n.p. X prislusné elementérne udalosti.

¢) Uré¢ite rozdelenie pravdepodobnosti a distribu¢nu funkciu pre n.p. X.

Riesenie pr. 71: a) X € {-3,-1,1,3};
b) X~1(=3) = (2,2,2)}, X" '("1) = {(H, 2, 2), (2, H, 2).(2, 2, )},
X_l(_l) ={(H,H,2),(H,Z,H),(Z,H,H)}, X~ ( ) ={(H,H,H)}
¢) Py = {(~3, 0,125), (~10,375), (1, 0,375), (30, 125)},

~ {(=3,0,125), (-1, 0,5), (1, 0,875), (3, 1)}.

Priklad 72: N.p. X nadobuda hodnoty z mnoZiny {1,2,...,10} a jej pravdepodobnostné rozdelenie je
dané v tabulke:

i | 1 2 3 (4 [5 [6 |7 [8 |9 [10
pi | 0,05]0,05]01]01]01]01]01]0,1]0,2]0,1

Vypocitajte stredni hodnotu F(X) a disperziu D(X).

RieSenie pr. 72: F(X) =6,25 a D(X) =7, 2875.
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Priklad 73: Advokatova obhajoba je tspe$na s pravdepodobnostou p = 0,8. Pri tispes$nej obhajobe
dostane 2000EUR, pri netspesnej obhajobe musi zaplatit sadne trovy vo vyske 500EUR.

a) Aky vysoky je priemerny zisk obhajcu?

b) Keby obhajca vydal 800EUR navySe na pripravu obhajoby, aky by bol jeho ocakavany zisk?

RieSenie pr. 73: a) 1500EUR b) 700EUR.

Priklad 74: Hraé si zvoli ¢islo medzi 1 —6 a hodi tromi kockami. Ak v8etky 3 kocky ukazu to isté zvolené
¢islo, vyhra 3EUR. Ak toto ¢islo ukazu 2 kocky, vyhrava 2EUR a ak iba 1 kocka vyhrava 1EUR. Ak ani
jedna kocka neukaze zvolené ¢&islo, potom musi zaplatit 1IEUR. Ndhodna premenné X znamena vysku
vyhry.

a) Aké hodnoty nadobuda n.p. X?

b) Zistite pravdepodobnostné rozdelenie n.p. X a vypocitajte jej stredni hodnotu a disperziu.

RieSenie pr. 74: a) X € {—1,1,2,3}, b) P(X = —1) = 125/216, P(X = 1) = 75/216, P(X = 2) =
15/216, P(X = 3) = 1/216, E(X)= — 0,079, D(X)=1,24.

Priklad 75: Semafor na krizovatke ukazuje 25% c¢asu ¢ervenu. Ak4 velka je pravdepodobnost, Ze z 5
nédhodne prechadzajicich aut

a) nemusi ¢akat ani jedno auto;

b) musi ¢akat nanajvys jedno auto;

¢) musia ¢akat prave tri autd;

d) musia ¢akat maximéalne dve auta?

RieSenie pr. 75: a) 0,237305, b) 0,633, ¢) 0,088, d) 0,896.

Priklad 76: Pri majstrovstvach v tenise hra hra¢ A proti hracovi B tolko po sebe iducich setov, kym
jeden z hrac¢ov nevyhra tri sety. Vysledky setov st od seba nezavislé a hra¢ A vyhra set s pravdepodob-
nostou 0,6. N.p. X oznacuje pocet hranych setov.

a) Ur¢te hodnoty n.p. X a néjdite elementarne udalosti prisluchajice X = 4.

b) Uréte rozdelenie pravdepodobnosti n.p. X.

¢) S akou pravdepodobnostou sa zapas skoné¢i po piatom sete?

d) Aka je pravdepodobnost, Ze na vitazstvo jedného z nich st potrebné maximalne 4 sety? e) Aka je
pravdepodobnost’, Ze na vit'aztsvo hraca A st potrebné maximéalne 4 sety?

RieSenie pr. 76: a) X € {3,4,5}, AABA, ABAA, BAAA, BBAB, BABB, ABBB; b) Px = {(3, 0,28), (4, 0,3744) , (5, 0,
¢)0, 3456; d) 0,6544; e) 0, 4752.

Priklad 77: Mame dané rozdelenie pravdepodobnosit n.p. X:
Px = {(0’ 0, 1)7 (17 0, 2)) (27 0, 3)a (37 074)} .

a) Nakreslite graf distribu¢nej funkcie n.p. X. b) Zistite modus. c¢) Urcte strednti hodnotu a disperziu n.p.
X.

Riesenie pr. 77: b) Mox =3;¢) E(X) =2, D(X) =1.

Priklad 78: Udalost A sa vyskytuje pri experimente s pravdepodobnostou P(A) = 0, 4. Pokus sa opakuje
dovtedy, kym sledovana udalost A nastane. Aka je pravdepodobnost, Ze budeme potrebovat zopakovat
37

RieSenie pr. 78: 0,144.

Priklad 79: Infekcia sa prenasa kontaktom. Pravdepodobnost prenosu infekcie na zdravého ¢loveka pri
prvom kontakte je 0, 4.

a) Jeden infikovany mé kontakt s piatimi zdravymi I'udmi. Uréite rozdelenie n.p. X, priom n.p. X
znamené pocet 0s6b, ktoré ochoreji.

b) Vypocitajte E(X), D(X), P(X =0), P(X < 3).

Riesenie pr. 79: a) Bi(5;0,4), b) 2; 1,2; 0,07776; 0, 63256.

Priklad 80: Prieskum verejnej mienky ukazal, ze 80% obyvatelov podporuje zékaz vystavby v lokalite
Veéelin. Aka je pravdepodobnost, Ze z dvadsatich ndhodne oslovenych obyvatelov je maximalne 12 za
zékaz vystavby v lokalite Véelin?
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RieSenie pr. 80: 0,03214.

Priklad 81: Len 30% ludi vo velkom meste si mysli, Ze verejna doprava v meste (MHD) je uspokojiva.
Nahodne vyberiem desat osob.

a) Ak4 je pravdepodobnost, Ze najviac 5 z nich si mysli, ze MHD je uspokojiva?

b) Ak4 je pravdepodobnost, Ze prave 6 si mysli, ze MHD je uspokojiva?

RieSenie pr. 81: a) 0,4164; b) 0,1916.

Priklad 82: Basketbalovy hra¢ ma osobnii Statistiku tspesnych hodov 70%.
a) Ak4 je pravdepodobnost), Ze pri desiatich hodoch traf 8 krat?
b) Ak4 je pravdepodobnost), Ze pri sto pokusoch traff menej ako 60 krat?

RieSenie pr. 82: a) X ~ Bi(10;0,7) a riesime P(X = 8); b)X ~ Bi(100;0,7) a riesime P(X < 60).

Priklad 83: V krabici s 20-timi fixkami na bielu tabul'u sa nachadzaju 3 vadné. U¢itel si vyberie 5. N.p.
X predstavuje pocet vadnych fixiek.

a) Aké je rozdelenie pravdepodobnosti n.p. X7

b) Aka je pravdepodobnost, Ze minimélne jedna z jeho piatich fixiek je vadna?

Riesenie pr. 83: a) Py = {(0, 0,3991), (1, 0,4605), (2, 0,1316), (3,, 0,0088)}; b) 0, 6009.

Priklad 84: Vypocitajte E(X) a D(X) n.p. X a nakreslite graf rozdelenia pravdepobodnosti a graf
distribu¢nej funkcie, ak mé nasledujice rozdelenie pravdepodobnosti:

Px ={(2,0,1),(3,0,3),(4, 0,3),(5, 0,2), (6, 0,1)}.

Riesenie pr. 84: F(X)=3,9a D(X) =1,29.

Priklad 85: Nech X je n.p. a
PX = {(_17 0’ 1)5 (_1/2? 07 2)’ (05 074)7 (1a 07 2)7 (2a Oa 1)} -
Vypocitajte p(X, X?).

RieSenie pr. 85:  p(X, X?) = 0, 74053.

Priklad 86: Vedenie obchodnej firmy zaujimalo, & je rozdiel medzi vysledkami ich zamestnancov (pre-
dajcov) v jednotlivych skupinéch Statisticky vyznamny. Zamestanci boli rozdeleni do nasledujicich skupin
podla oblasti, v ktorych posobia: A (Staré mesto); B ( Petrzalka); C ( Dabravka); D (Ruzinov). V kazdej
asti posobilo 20 dilerov. X; je priemerny zisk a s; je odhad smerodajnej odchylky v skupine za tyzdei,
i=1,2,3,4.

mestksa cast’ X; S;

A (Staré mesto) | 1253,2 EUR | 150 EUR
B (Petrzélka) 1085,4 EUR | 148 EUR
C (Dubravka) 1120,2 EUR | 152 EUR
D (Ruzinov) 1990,2 EUR | 170 EUR

Zistite, ¢i je Statisticky vyznamny rozdiel medzi jednotlivymi skupinami dilerov.

RieSenie pr. 86: (ANOVA). Otestujte najskor rovnost rozptylov.

Priklad 87: Zistoval sa pocet deti v rodine. Prieskum bol urobeny v 200 rodinéch. Vysledky st v nasle-
dujucej frekvencnej tabulke:

Pocet deti v rodine | 0 1 2 3 4
Podet rodin 50 | 67 | 23 | 15 | 45

a) Zistite modus., median, dolny a horny kvartil. b) Nacrtnite krabicovy graf. ¢) Vypoéitajte odhad
strednej hodnoty a disperzie.

RieSenie pr. 87: a) Modus = 0, median = 1, dolny kvartil = 0,5 a horny kvartil = 4; ¢) p == = 1,69,
% = 52 =0,056.
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Priklad 88: Urobilo sa 20 merani obsahu dusika vo vodnej nadrzi. Vypocitali sme obojstranné konfiden-
¢né intervaly pre stredid hodnotu a rozptyl na roéznych hladinich vyznamnosti o € {0,1; 0,05; 0,01}.
Prirad'te jednotlivym intervalom ich hladiny vyznamnosti a rozhodnite ¢ stredna hodnota sa rovna 0, 253
oproti alternative, ze sa nerovna 0, 253 a ¢i rozptyl sa rovna 0,025 oproti alternative, Ze sa nerovna 0,024
na jednotlivych hladinidch vyznamnosti. Aky aritmeticky priemer pre obsah dusika bol vypoéitany?

IS pre p ay, | Ho:p=po | IS pre o? Qg2 | Hy:0% =02
(0,22; 0,26) (0,018; 0,023)
(0,21; 0,27) (0,017; 0,025)
(0,23; 0,25) (0,009; 0,032)

Riesenie pr. 83: 7 = 0,24 a IS v tabul'ke 33

IS pre p ay, Ho: p=po | IS pre o2 g2 | Hy:0? =03
(0,22; 0,26) | 0,05 | NHO (0,018; 0,023) | 0,1 | ZHO
(0,21; 0,27) | 0,01 | NHO (0,017; 0,025) | 0,05 | ZHO
(0,23; 0,25) | 0,1 | ZHO (0,009; 0,032) | 0,01 | NHO

Tab. 33: NHO — nezamietame Hy a ZHO — zamietamme Ho

Priklad 89:
Vedenie fakulty sa rozhodlo, Ze odmeni $tudentov za vysledok zo skusky z Matematiky 1 (tabulka 34).

Vysledok skusky A B C D E
X: Odmena v EUR | 25 | 15 10 5 0
Px 0,1]0,15| 0,25 | 0,2 | 0,3

Tab. 34: Px je pravdepodobnost s akou znamkou Student ukoné&i skusku. Pravdepodobnost sa zistila dlhodobym
sledovanim vysledkov skiisky z Matematiky. Do tivahy sa nebrala zndmka FX.

V ro¢niku je 100 Studentov. Pre planovanie financii je potrebné vediet, kol'ko EUR budt asi potrebovat,
ak predpokladame, Ze vysledky zo skugky budu zodpovedat predchadzajicim roénikom.

Riesenie pr. 89: Odhad strednej hodnoty n.p. X je oakdvani odmena v priemere na jedného Studenta
a smerodajné odchylka predstavuje variabilitu.
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Priklad 90: HadZzeme 3 - krat mincou. Ndhodna premenna X dvojnasobok poctu hlav.
a) Vypoditajte rozdelenie pravdepodobnosti ndhodnej premennej X. Nakreslite graf distribu¢nej funkcie.

b) Vypocitajte stredntt hodnotu a disperziu tejto nahodnej premennej.
¢) Vypo?itajte P(X > 0) a P(X =1).

Priklad 91: Oddelenie staznosti vyrobcu vysavacov analyzovalo velky pocet zavad a vysledok zapisali
do tabulky 35.

Chyby elektrickd | mechanickd | vzhladova | in4 | marg.
v zaruénej dobe | 10% 15% 15% 15%

po zarucnej dobe | 15% 10% 10%

marg.

Tab. 35: Tabulka vyskytu chyb

Oznacme javy:
chyba je elektrickd — A;
chyba vznikla v zaru¢nej dobe — B.

a) Dopliite tabulku 35
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b) Slovne sformulujte javy : AU B, NB, AN B¢, a vypotitajte: P(A), P(BU A€), P(AN B°).

c) Zistite & javy , A a B sa nezavislé.

Priklad 92: V podniku sa vyrabaja piesty. Ich priemer (rozmer) je normou stanoveny na 11,5cm a
pripusta Standardna odchylka = 0,25cm. Nahodne sme vyberali 15 piestov. Ich priemerny rozmer bol
11,55 cm so Standardnou odchylkou 0,26cm. Overte na hladine vyznamnosti o = 0, 05, ¢i mdZzeme tvrdit,
%e priemer piestov sa dodrzuje alebo nie a & standardna odchylka je v norme, alebo nie? Co je p-hodnota?

Priklad 93: U 100 uzivatelov aplikacie SKUSKA sa sledoval pocet kliknuti na logo firmy XXX pocas
jedného dna. Najdite dolny a horny kvartil, medidn, modus a zostrojte krabicovy (box) graf. Najdite
extremalnu hodnotu (outlayer), ak existuje. Vysledky st v nasledujucej tabulke:

1 12 (3 |4 |5 |6 |10
101201 30]10| 10|15 |5

Priklad 94: Generator ndhodnych &isel vygeneroval 100 &isel z mnoziny {0, 1,2, 3}. Otestujte na hladine
vyznamnosti a = 0,05, ¢i ide o ndhodny vyber z B (3, %) Vysledky st v nasledujticej tabulke:

0|1 |2 |3
10 | 40 | 40 | 10

Priklad 95: N.p. X je urfena funkciou hustoty fx (t)

1t 0<t<2

fX(t):{ 0 t¢<0,2>.

a)Vypocitajte distribuéna funkeciu Fx (). Nad¢rtnite graf distribu¢nej funkcie a funkcie hustoty n.p. X.
b) Najdite také ¢isla a, b aby platilo: P(X < a) = 0,01, P(X > b) = 0,19. Aka je pravdepodobnost, Ze
n.p. X nadobudne hodnotu z intervalu (a, b)? Vyznacte na grafe distribu¢nej funkcie a na grafe funkcie
hustoty.

Priklad 96: V urne je 10 guli¢iek, z toho 3 biele a 7 modrych. Nahodne vyberieme 2 guli¢ky a nevratime
naspét do urny. V nasledujicom tahu vyberieme jednu guli¢ku.

a) Ak4 je pravdepodobnost, Zze v druhom tahu vyberieme bielu gulicku?

b) V druhom tahu sme vybrali modra gulicku. Aka je pravdepodobnost, Ze v prvom tahu sme vybrali
jednu modrad a jednu bielu gulicku?

Priklad 97: Priemern teplota disku po hodine prevadzky poéitaca bola T = 25°C a s? = 1,44, pokus
sa opakoval 25x.
Vypocitajte 95%-ny interval spolahlivosti pre strednt hodnotu. a otestuje na hladine vyznamnosti
a = 0,05, ¢ stredna hodnota je rovna 23°C' (g = 23°C), ako tvrdi vyrobca, alebo sa nerovna juo.
Vyrobca naviac udéva, ze rozptyl sa rovna 1,21 (03 = 1,21). Otestuje na hladine vyznamnosti o =
0,05, ¢i vyrobca mé pravdu, alebo je rozptyl vigsi ako o3.
V oboch pripadoch naformulujte Hy a Hy!!!!
Priklad 98: Nech A, B st nahodné udalosti, pre ktoré plati P(B¢) = 0,4, P(A|B) = 0,3 a P(BJA) =
0,9. Vypocitajte: P(A), P(B), P(AN B),P(AU B). Su A, B° nezavislé?
Priklad 99: HadZzme kockou a n.p. X, Y su definované:
X =1 padlo parne ¢&islo, v opatnom pripade X = 0.
Y = 0 padlo ¢&islo mensie ako 4, Y = 1 ak padlo ¢islo 4 alebo 5 a Y = 2 ak padlo ¢. 6.
Zistite, ¢i n.p. X, Y su nezavislé, vypocitajte cov(X,Y) a podmienend pravdepodobnost P(X > 0]Y < 2).

Priklad 100: Priemerna teplota disku po hodine prevadzky poéitaga bola T = 25°C a s? = 1,44, pokus
sa opakoval 9x.

a) Vypocitajte 95%-ny interval spolahlivosti pre rozptyl.

b) Otestuje na hladine vyznamnosti a = 0,05, & roztpyl je mensi alebo rovny 1,21°C? (02 = 1,21°C?),
alebo je vicsi o2. Sformulujte Hy a Hq!!!!

¢) Zmenilo by sa rozhodnutie, ak by o« = 0,017 Svoju odpoved odévodnite.
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Priklad 101: Nech (X3, X3, X3, X4) je néh. vyber z N(2,1) a Z = 2X; + Xo — X3 — 3X,.
a) Aké pravd. rozdel. ma n.p. Z? Vypoditajte jeho parametre?
b) Najdite ¢islo u, pre ktoré plati: P(Z < u) = 0,95.

Priklad 102: V urne je 10 guli¢iek, z toho 3 biele a 7 modrych. Ndhodne vyberieme tri gulicky. Oznac¢me
X pocet vybranych bielych guli¢iek a Y pocet vybranych modrych guli¢iek.;

a) Vypocitajte zdruzené rozdelenie ndhodného vektora (X,Y).

b) Vypocitajte kovarianénti maticu ndhodného vektora (X,Y).

¢) Vypocitajte D(2X +Y).

Priklad 103: Vysledky z Matematickej statistiky po dvoch terminoch boli nasledujice:

Vysledok skusky | A | B | C | D | E | FX
znamka 1|2 3 |4 ) 6
pocetnost 8 |14 |21 |29 |35 14

a) Nakreslite histogram relativnych podetnosti.
b) Zistite modus, median, dolny a horny kvartil pre znamku.
¢) Nakreslite krabicovy graf pre znaku.

Priklad 104: V jednej krabici je 10 modrych a 5 ¢ervenych balénov. V druhej krabici je osem bielych a
12 modrych balénov.

a) Nahodne si zvolime jednu krabicu a vyberieme z nej 1 balon. Aka je pravdepodobnost, Ze nebude
modry?

b) Nahodne vyberieme jednu krabicu. Aka je pravdepodobnost’, Ze z nej vytiahnuty balon bude biely?
¢) Z oboch krabic vyberieme po jednom baléne. Ak je pravdepodobnost’, Ze oba budi modré?

Priklad 105: N.p. X je uréena funkciou hustoty fx(t) s neznamou konstantou a

sint 0<t<a
fX(t):{ 0 t¢ (0, al.

a) Vypocitajte ¢islo a.

b) Vypocitajte distribu¢na funkciu Fly.

¢) Vypocitajte E(X).

d) Vypocitajte P(—1 < X < 1) a vyznalte na grafe funkcie hustoty.

Priklad 106: Traja hraci X,Y,Z hraja spoloenski hru a maju jednu kocku. Pre kazdého hraca pri
jednom hode kockou platia iné pravidla uvedené v tab. 38. Vypocitajte kovarianéni maticu ¥ ndhodného
vektora (X,Y,Z), E(X +2Y +Z) a D(X +2Y + 2).

Q| w | wy | wg | wal| ws | we
X1|1-11]-11]0 0 1 1
Y |1 1 0 0 -1 -1
Z |-1 -1 ]1 1 0 0

Tab. 36: Pravidla pre hracov X,Y, Z.
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Priklad 107: V ro¢niku je 100 Studentov, st to absolventi gymnéazia alebo priemyslovky. Vsetci robili
skusku z MSA. Oznacme: A—absolv. gymnazia; B — uspel na skiske, C — uspel II.termine.

a) slovne sformulujte javy : BUC, AN B¢

b) Vypocitajte pravdepodobnosti javov: B, AU B, AN B, BN A

c) zistite, ¢ su nasledujtice dvojice udalosti nezavislé: (4, C), (C, B¢)

Tabulka relativnych pocetnosti:

skola/vysledok | Uspel Lter. | Uspel IL.ter. | Neuspel
Gymnézium 0,25 0,1 0,05
Priemyslovka 0,3 0,2 0,1

Priklad 108: Nech X je n.p. a funkcia fx je definované nasledovne:

£ 0<t<b
fx(t) =
0 t¢(0, 8]

a) najdite ¢islo b tak, aby fx bola funkciu hustoty n.p. X;
b) vypocitajte hodnotu dist. funkcie Fix (0,5 -b) a E(X);
c) vypoditajte P(0,2-b < X <0,5-b).

Priklad 109: Pravdepodobnost, Ze 6 padne pri hode falo§nou kockou je 0,1. Kockou hadZzeme dovtedy,
kym padne 6 (tspesny hod). Nahodna premenna je pocet nedspesnych hodov. Vypocitajte pravdepodob-
nost, Ze kockou budeme hadzat aspon 3 krat?

Priklad 110: Nech (X1, X2, X3, X4) je nah. vyber z N(2,1) a Z = X; — X5 + X3 — X4. a) Aké pravd.
rozdel. mé n.p. Z? Vypocitajte jeho parametre.
b) Najdite ¢islo u, pre ktoré plati: P(Z > u) = 0, 95.

Priklad 111: HadZme 3x mincou a mame dve pravidla: Z je rozdiel "pocet hlav minus pocet znakova
Y je "pocet znakov".

1. Néajdite zdruzené rozdelenie pravdepodobnosti pre Z,Y a ich marginalne rozdelenia pravdepodob-
nosti.

2. Vypocditajte korela¢ny koeficient p(Z,Y).

Priklad 112: 1. Pri testovani na hladine vyznamnosti a = 0,05 p-hodnota vysla 0,21. Zamietame,
alebo nezamietame nulovi hypotézu?

2. Akych chyb sa moZzeme dopustit pri testovani Stat. hypotéz a aké sa ich vztahy.

Priklad 113: Priemerna teplota disku po hodine prevadzky poéitaca bola T = 25°C a s? = 1,44, pokus
sa opakoval 9x.

a) Vypocitajte 95%-ny interval spolahlivosti pre strednt hodnotu.

b) Otestuje na hladine vyznamnosti a = 0,05, & stredna hodnota je rovna 23°C' (g = 23°C), ako tvrdi
vyrobca, alebo sa nerovna pug. Sformulujte Hy a H;!!!!

¢) Zmenilo by sa rozhodnutie, ak by o = 0,017 Svoju odpoved odovodnite.

Priklad 114: Nech (X;, X2, X3, X4) je ndh. vyber z N(2,1) a Z = X; + Xo — X3 — X,.
a) Aké pravd. rozdel. ma n.p. Z? Vypoditajte jeho parametre?
b) Najdite ¢islo u, pre ktoré plati: P(Z < u) = 0, 95.

Priklad 115: V urne je 10 guli¢iek, z toho 3 biele a 7 modrych. Nahodne vyberieme gulicku a nevratime
naspét do urny. V nasledujtiicom tahu opéat vyberieme jednu gulicku. Ozna¢me X pocet vybranych bielych
guli¢iek a Y pocet vybranych modrych gulic¢iek.;

a) Vypodcitajte zdruzené rozdelenie ndhodného vektora (X,Y).

b) Vypocitajte kovarianéni maticu ndhodného vektora (X,Y)

¢) Vypocitajte D(2X +7Y).

Priklad 116: Generator nahodnych &isel vygeneroval 100 ¢isel z mnoZiny {0, 1, 2, 3}. Otestujte na hladine
vyznamnosti o = 0,05, ¢i ide o ndhodny vyber z Bi (3, %) Vysledky su v tabulke 37:
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10 | 40 | 40 | 10

Tab. 37: Vysledky nahodného vyberu

Priklad 117: Roboty boli v prvych troch mesiacoch roku 2000 vel'mi zlej kvality. Vyrobili 500 kusov a z
toho bolo 40% chybnych. Po sprisneni kontroly vo zvy$nych mesiacoch roku 2000 vyrobili 1500 kusov a
nepodarkovost sa znizila na 10%. Kupili sme robota z r.2000.

a) Aka je pravdepodobnost, Ze je chybny?

b) Pri kontrole sme zistili, Ze je v poriadku. Aka je pravdepodobnost, Ze ide o robota vyrobeného v prvych
troch mesiacoch roku 20007

Priklad 118: N.p. X je urfend funkciou hustoty fx () s neznamou konstantou a

a) Vypodcitajte ¢islo a.

b) Vypocitajte distribuénii funkciu Fx a na grafe funkcie F'x vyznacte P(X < ).
¢) Vypocitajte E(X).

d) Vypocitajte P(0 < X < 2) a vyznacte na grafe funkcie hustoty.

a) Traja hraci X,Y, Z hraju spoloCenskt hru a majta jednu kocku. Pre kazdého hraca pri jednom hode
kockou platia iné pravidla uvedené v tab. 38.
Vypoéitajte kovarianénti maticu ¥ nahodného vektora (X,Y,7), E(X +2Y + Z) a D(X +2Y + Z).

Q w1 w2 w3 Wy Ws We
X|-11]-110 0 1 1
Y |1 1 0 0 -1 ] -1
Z | -1 |-1]1 1 0 0

Tab. 38: Pravidla pre hracov X,Y, Z.



