Matematicka analyza II. Integralny pocet.

BOCK, .

Integralny pocet pre funkcie jednej premennej zvykne byt postaveny ako protiklad diferencialneho
poctu. Je to hlavne kvoli tomu, Ze primitivna funkcia k funkcii f, ktorej derivaciou je prave funkcia
f, je zakladom
Newtonovho-Leibnizovho vzorca pre vypocet uréitych integralov. Urcity integral nezdpornej funkcie
f na intervale [a, b] vyjadruje obsah krivoc¢iareho lichobeznika

M={(z,y) eR*: a<z<y, 0<y< f(x)}

Tato geometrickd interpreticia sa prirodzenym sposobom zovSeobecni na vypocet objemov tro-
jrozmernych dtvarov pomocou integrilov funkcii dvoch premennych. V pripade funkcie troch pre-
mennych ndm integrél vyjadruje napriklad hmotnost’ nehomogénneho telesa s premennou hustotou
vyjadrenou uvedenou funkciou. Rovnako moze vyjadrovat’ mnozstvo elektrického nédboja v telese
s premennou hustotu ndboja. Uvedené aplikicie su zakladom definicii integralov dvoch, troch a
viac premennych. Priich vypocte sa opierame o zndme poznatky integralneho poc¢tu funkcie jednej
premenne;j.

1 Dvojny integral

Nech f: A — R, A C R? je ohrani¢ens funkcia definovans na ohrani¢enej mnozine A. V jed-
norozmernom integralnom pocte je mnozina A ohranic¢eny interval s krajnymi bodmi a,b, a < b,
ktorého velkost’ (obsah) je b — a. V dvojrozmernom pripade mé mnozina A réznorody tvar a preto

popri samotnom integrédle z funkcie f sa budeme najskor venovat’ pojmu obsahu (miere) mnoziny
A CR2

1.1 Meratelné mnoziny

Za zéklad odvodenia pojmu miera ohranicenej mnoziny v rovine R? si zvolfme obsah tvorca. V
zaujme ¢o najjednodchsieho vyclenenia tzv. meratelnych mnozin a ich a definicie ich miery budeme
uvazovat siete S? tvorené r—stvorcami
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kde Z je mnozina vSetkych celych ¢cisel.

Definicia 1.1 Lubovolné konecné zjednotenie E = U, I; prvkov r—S§tvorcovej siete S? sa nazjva
polygon siete S? a éislo

je jeho mierou (obsahom).



Kazdy tvorec siete S2 je zjednotenim styroch stvorcov siete S2 -1 a teda kazdy polygon siete S; 2 je aj
polygénom siete S> 1 s rovnakym obsahom. Prazdnu mnozinu povazujeme za polygén 'ubovolnej
siete S? a kladieme u(0) = 0.

Pomocou postupnosti polygénov vpisanych a opisanych ohrani¢enej mnozine A a konvergencie
postupnosti ich mier odvodime jej meratelnost’ a mieru.

Pre lubovolné r € N oznac¢ime A, zjednotenie vsetkych Stvorcov siete S?2, obsiahnutych vo
vnitri A° mnoiny A. Ak v A° nelezi ziadny stvorec siete S?, tak Apy =0 akladieme p(A(y) = 0.
Stcasne oznacime A zjednotenie vietkych Stvorcov siete S2, ktore maju neprazdny prienik s
uzéverom A mnoziny A.

Mnoziny A, A st polygény a na zéklade ohranicenosti mnoziny A spiﬁajﬁ nerovnosti

0 < i(Agy) < W(A®) < M < o0,

wAR)) < (A, p(ATT) < p(A), reN.

Teda postupnosti p1(A(,)) resp. (A s1i neklesajiice resp. nerasttice a ohrani¢ené. Potom existuji
ich limity a mé vyznam nasledujica definicia.

Definicia 1.2 Nezdporné ¢isla definované vztahmi
p(A) = lim p(Ap)), 7(A) = lim p(AT)
r—00 r—00
sa nazyvaji vnutornd resp. vonkajsia miera mnoziny A.

Cisla p(Aqy) Tesp. 1(AM) st dolnym resp. hornym odhadom obsahu mnoziny A. Je zrejmé, pre
dostatocne velké hodnoty r by sa mali od seba ¢o najmenej 1iSit’, ¢o nastdva v pripade rovnosti
vnutornej a vonkajsej miery mnoziny A.

Definicia 1.3 Ohranicend mnozina A sa nazjva meratelnd, ak p(A) = [i(A) a nezdporné cislo
w(A) = p(A) = 1(A) nazgvame mierou mnoZiny A.
Priamo z definicie meratelnosti mozno ukézat’ ze systém meratelnych mnozin je uzavrety vzhladom

na kone¢né mnozinové operacie:

Veta 1.4 Nech mnoziny A, B C R? sii meratelné. Potom aj mnoziny AUB, ANB, A\ B si
meratelné.

Nasledujtica veta vyjadruje zdkladné vlastnosti miery.

Veta 1.5 Nech mnoziny A, B C R? si meratelné.
a) Ak A C B, tak u(A) < u(B).

b) w(A)U p(B) < u(A)+ u(B). ¢) Ak ANB =0, tak n(AU B) = u(A) + u(B).

V nasledujicom priklade ukazeme, ze definovana miera odpovedd beznému geometricky chdpanému
obsahu mnoziny v rovine R?.

Priklad 1.6 Nech I = [a,b] X [¢,d], a < b, ¢ < d. Potom mnozina I je meratelnd a p(I) =
(b—a)(d—c).
Tvrdenie dokdzZeme na zdklade definicie meratelnosti a miery.

Nech p = p(r) a q = q(r) si poéty intervalov [277, jztl] nachddzajicich sa v otvorengch inter-
valoch (a,b) resp. (c,d). Potom platia nerovnosti
(»+2)(g+2)

w(Ipy) =22 < (b—a)(d—c) — p(I™),

4r = 4r

z ktoryjch dostdvame

w(l) = lim p(l) = lim p(I) = A1) = p(I) = (b— a)(d — o).

r—00



Na zaklade definicie vnutornej a vonkajsej miery plati nasledujice kritérium meratelnosti mnoziny.
Veta 1.7 Mnozina A je meratelnd prave vtedy ked’ jej hranica OA je meratelnd a p(0A) = 0.

Dahko vidno, Ze prizdna a jednobodovd mnozina st meratelné a maji nulovi mieru, rovnako ako
aj kazda kone¢na mnozina bodov v R2.
Ak f:[a,b] — R je spojité funkcia, tak jej graf

Gr(f) ={(z,y) eR*: y= f(x)}

je meratelnd mnozina a m& nulovid mieru. Toto tvrdenie mozno dokdzat’ pomocou rovomernej
spojitosti funkcie f na intervale [a,b]. Ak je funkcia f aj nezdpornd, dostaneme meratelnost
krivoc¢iareho lichobeznika

A={(z,y) eR?: a<x<b 0<y< f(zx)}

Ako je znadme z integralneho poctu pre funkcie jednej premennej, je obsah mnoziny A rovny P(A) =
fab f(z). V nasledujucej ¢asti ukdzeme rovnost’ obsahu a miery mnoziny A podobne ako v pripade
obdlznika I = [a,b] x [¢,d].

1.2 Integrovatelné funkcie

Zavedena miera mnoziny v dvojrozmernom priestore je zdkladom definicie dvojného integrala
funkcie dvoch premennych cez meratelni mnozinu. Kvoli jednoduchosti za¢neme s integralom
cez obdlznik. V tomto pripade mozno zaviest’ integral ako limitu postupnosti integralov z funkcii
po c¢astiach konstantnych na jednotlivych podobdfinikoch deliacich p6évodny obdlznik.

Definicia 1.8 Nech body

<o<alny=b o=y <y <<yl =d,

IJ(.;) = [1'(.T) — " ] x [y](:) - y,(Ql], j=1,...,m(r), k=1,..,n(r), reN

uréuji postupnost’ deleni D, = {I(T)}k L) o bdimika T = [a,b] x [c,d].

m(r)

Postupnost’ {D,} je normdlna, ak hmrHOO |D.|| =0, kde
Dl = max 7t
I j=1,...m(r), k=1,...,n(r)u( i)
je norma delenia D,, r € N.
Zavedieme integralny sucet funkcie f vyjadrujici v pripade nezdpornej funkcie priblizni hodnotu

objemu kvédra so zdkladiiou I = [a,b] X [c,d] a premennou vyskou f(z,y), (z,y) € I. Integral
funkcie f dostaneme ako limitu konvergentnej postupnosti integrdlnych stuctov.

Definicia 1.9 Nech f : I — R je ohranicend funkcia.

a) Nech D = {I k}k 1’ T Je delenie obdlznika I, V = {(&,mk)} je vyber bodov (£;,m1) € L,
v deleni D. Potom sucet

S(f;D,V) = Zf@,nk Ljk)

7,k=1

sa nazyva integrdlny sicet funkcie f prislusny k deleniu (D, V).



b) Hovorime, Ze funkcia f je integrovatelnd na mnozine I, ak pre lubovolni normdlnu postup-
nost’ deleni {D,} a lubovolny vgber bodov V, v deleni D, je odpovedajica postupnost integrdlnych
suctov {S(f;Dy,Vy)} konvergentnd. Cislo

T—00

nazgvame (dvojnym) integralom funkcie f na mnozine I a oznacujeme

5= /I fau= | /1 F (@, y)dady = / b / " fw.y)dedy.

Poznamka 1.10 Hodnota integrdla funkcie f je jednoznacne uréend a nezdvisi od vyberu postup-
nosti integrdalnych suctov.

Nech T = lim,_.oo S(f; D'y, V). Potom aj postupnost’ {D",} definovand vztahmi Df._; =
D,, DS, = D, je normdlnou postupnostou delend obdlznika I. Ak {S(f;D!,V!)} je postupnost’
integrdlnych sictov s vijberom bodov V! =V, UV, a U = lim,_o S(f; D), V"), tak U=5=T,
pretoze postupnosti {S(f; Dy, Vi) }, {S(f; DL, V))} st vybrané z postupnosti {S(f; D!, V,!")}.

Na rozdiel od integréla cez obdiznik [a,b] X [c,d], kedy ndm stacilo jeho delenie na koneény pocet
podobdlznikov, budeme uvazovat’ meratelni mnozinu rozdeleni na konec¢ny pocet jej meratelnych
podmnozin.

Definicia 1.11 Delenie neprdzdnej meratelnej mnoziny A C R? je lubovolny systém
D ={A4,...,As}
neprazdnych meratelngjch mnozin, pre ktoré
A=A1U...UA;, n(AiNA;) =0, prei#j,i,5=1,...,s.

Symbolom AA oznacujeme mnoZinu vsetkych deleni mnozZiny A.

Hovorime, Ze delenie D' = {A},..., A}} je zjemnenie delenia D , ak kaZdd mnoZina A, € D’
je podmnozinou niektorej mnoziny A; € D a kaZdd mnoZina Ay, € D je zjednotenim niektoryjch
mnoZin systému D'. Piseme D' = D.

Ak D ={Ay, ..., As} je delenie mnozZiny A, tak mnoZinu bodov

V= {p17-~-7p8}7 pj € AJ7 ] = 17 ey S
nazyvame viyberom bodov v deleni D a oznacujeme V C D.

Zavedieme integralny sucet funkcie f vyjadrujici v pripade nezapornej funkcie priblizni hodnotu
objemu kvadra so zdkladiou A a premennou vyskou
f(x,y), (x,y) € A; konvergentni postupnost’ integralnych sictov a integral ako ich limitu.

Definicia 1.12 Nech f : A — R je ohranicend funkcia definovand na meratelnej mnozine A C R2.
a) Nech D = {Ay,..., As} je delenie mnoziny A, V = {p1,...,ps} je vgber bodov v deleni D.
Potom sticet

S(f;D, V)= flp)u(Ai)
=1

sa nazyva integrdalny sucet funkcie f prislusnyg k deleniu (D, V).
b) Hovorime, Ze mnozina integrdalnych suctov {S(f;D,V)} md limitu S € R a piseme

lim S(f;D,V) = 5,

4



ak k lubovolnému € > 0 existuje delenie Dy € AA tak, Ze pre kazdé delenie D > Dy a kazdy vijber
bodov V D plati
S(f;D,V) = 8] < =.

Cislo S sa nazgva dvojny integrdl funkcie f na mnoZine A a oznacuje

5 = /A fau— | /A f(a, y)dady.

Podobne ako v pripade integrala na obdizniku hodnota integrala [ 4 Jdp nezavisi na vybere deleni
mnoziny A a je jednoznacCne urcena. Ak
A = [a,b] x [e,d], tak obe definicie integralov si ekvivalentné.

Priamo z definicie integréla a aditivity miery mnoziny vyplyva vztah medzi mierou mnoziny a
integralom.

Veta 1.13 Ak A je meratelnd mnozina, tak funkcia f =1 je integrovatelnd na A a plati

w(a) = | d
A
Proof. Pre kazdé delenie D = {Aq, ..., As} a kazdy vyber bodov V C D je

S(f;D.V) Zu
a teda S = limp S(f; D, V) = u(A) = [, du.

7 vlastnosti integrdlnych stuctov

S(f+9:D,V)=8(f;D,V)+S(g;D, V),
S(cf;D,V)=cS(f;D,V), ceR,
f<g9g=58(f;D,V)<S(g;D,V)

vyplyvajui vlastnosti dvojného integrila analogické ako v pripade ur¢itého integrala funkcie jednej
premenne;j:

Veta 1.14 Nech su funkcie f, g integrovatelné na mnozine A . Potom
a) Funkcie f + g, cf, ¢ € R su integrovatelné na A a plati

| ain= [ gaws [ gin, [ crin=c [ san

b) Ak f < g na A, tak
/fduﬁ/gdu-
A A

7 druhej casti predchddzajtcej vety vyplyva nasledujica veta o odhadoch integrala.

Veta 1.15 Nech integrovatelnd na A funkcia f spl/ﬁa odhady
a < fl,y) < B, |f(zy)] <7

pre vietky (x,y) € A. Potom

/fdu<ﬁu

/ fdu) < yu(A



Na zéklade poslednych odhadov integrala [ 4 fdp zavedieme doleity pojem v teérii integrovatelnych
funkcii stredni hodnotu funkcie. Pripomenme si, ze ohranitend a uzavretd mnozina sa nazyva
kompaktna. Ak I'ubovolné dva body mnoiny A mozno spojit lomenou ¢arou leziacou vA, nazyvame
mnozinu A sivislou.

Veta 1.16 (Veta o strednej hodnote) Nech funkcia f je integrovatelnd na mnozine A, u(A) > 0.
Potom existuje ¢islo fs - strednd hodnota funkcie f, pre ktoré

o€ linf fosup £, f / fdp.

/ fdp < Bu(A / fdﬂ( < yu(A

Ak naviac funkcia f je spojitd na kompaktnej suvislej mnozine A, tak existuje bod (§,m) € A tak,

ze //Afdu:f(&n)u(fl)-

Proof. Ak v predchédzajticej vete polozime o« = inf 4 f, B =supy, f
a predelime prvé dve nerovnosti v jej tvrdeni s kladnym ¢islom p(A), tak dostaneme splnenie
vlastnosti strednej hodnoty fs.

Ak naviac funkcia f je spojitd na kompaktnej mnozine A, tak existuji body (£1,m1), (€2,12) €
A, pre ktoré

f(&,m) = min f = a, f(&a,m2) = max f = §.

Stcasne fs € [, B]. Spojitym obrazom kompaktnej stivislej mnoziny A € R? je kompaktna stivisl4
mnozina [«, 5] € R a teda existuje bod (£,7n) € A, pre ktory f(&,n) = fs = ﬁ [ 4 fdp, o dokazuje
druhu cast’ vety.

Doteraz sme sa nezaoberali otdzkou urcovania integrovatelnosti funkcie f v zavislosti na jej
vlastnostiach. Bez dokazu uvedieme vetu o integrovatelnosti spojitych funkcii, analogicki ako v
pripade funkcie jednej premenne;j.

Veta 1.17 Ak funkcia f je ohranicend a spojitd na meratelnej mnoz ine A, tak je na A inte-
grovatelnd.

Predchéadzajice vety vyjadrovali zavislost' integrala int 4 fdu na funkcii f. Jednou z najdolezitejsich
vlastnosti integréla je aditivita vzhl'adom na mnoziny integrovania, vyplyvajica priamo z definicie
integrala.

Veta 1.18 Nech B, C C R? si meratelné mnoziny, u(BNC) = 0, A = BUC. Funkcia f je
integrovatelnd na mnoZine A prdve vtedy, ked’ je integrovatelnd na mnozZindch B a C, pricom

/Afduz/dew/cfdu.

7 prave uvedenej vlastnosti vyplyva

Dosledok 1.19 Ak A je meratelnd, C C A ,u(C) =0, tak f je integrovatelnd na A prdve vtedy,
ked’ je integrovatelnd na A\ C, pricom plati

/A fdp = /A s



Ak niektord vlastnost’ plati na mnozine A \ C, u(C) = 0, hovorime, Zze uvedend vlastnost’ plati
takmer vSade. Z predchadzajiceho dosledku a Vety o integrovatelnosti spojitej funkcie dostaneme

Dosledok 1.20 Ak funkcia f je ohranicend a takmer viade spojitd na meratelnej mnozine A, tak
je na A integrovatelnd.

Priklad 1.21 Nech
A={(z,y) eR?: 22 +4% < 1},
1
Ty
Mnozina A je meratelnd, pretoZe jej hranica je zjednotenim grafov dvoch spojitjch funkcii a teda
md nulovi mieru. Funkcia f je ohranicend na mnozine A a spojita na A\ {(0,0)} a teda takmer
vSade spojitda na A. Potom je funkcia f na A integrovatelnd.
1.3 Vypocet dvojného integrala

Zakladnou metédou vypoctu dvojného integrala je postupny vypocet jedno- duchych integralov.

Uvazujme najprv integral cez obdlznik (dvojrozmerny interval) I = [a,b] X [¢,d] . Vieme, 7e
v pripade nezdpornej funkcie f : I — R vyjadruje integral [ ; fdp objem kvadra so zakladiiou I a
premennou vyskou f(z,y), (z,y) € [a,b] X [c,d]. Predstavme si uvedeny kvader rozdeleny na sucet
kvadrov so zdkladnou dI = [¢,d]dx. Ak polozime

d
qv = / f(x,y)dy

infinitezimélny objem kvéadra premennej vysky f(z,y), y € [¢,d], dostaneme celkovy objem v tvare

v:/lf(x,y)dxdyz/:(/Cdf(:c,y)dy)d:v-

Podobne by sme dostali aj vztah

V= /I f (@, y)dady = / K / " flay)da)dy.

Predpokladajme kvoli jednoduchosti takmer vSade spojitu funkciu f. Predchadzajice uvahy vy-
jadrime v nasledujicej vete.

Veta 1.22 (O postupnom integrovani). Nech f : 1 — R, I =la,b] X [c,d]
je takmer vsade spojitd funkcia. Nech existuju integrdly

d
F(z) = / f(y)dy

pre vSetky x € [a,b]. Funkcia F : [a,b] — R je integrovatelnd a plati

[ sy = [ ' () = / i / )y

Existencia dvojného integrala vyplyva zo spojitosti takmer vSade t.j. az na mnozinu miery nula
funkcie f. Existenciu ”vnitornych” integrédlov musime predpokladat’, pretoze funkcia y — f(z,y)
nemusi byt’ takmer vsade spojitd ako funkcia jednej premennej y. Je zrejmé, ze v tvrdeni vety
mozeme vymenit poradie integrovania pri splneni prislusnych predpokladov. Dokaz tvrdenia vety
je Standardny s pouzitim definicii jednoduchého a dvojného integréla.



Priklad 1.23 Vypocitajme objem telesa
T={(z,y,2) eR*:0<2<1,0<y<2 0<z<z+y}

Riesenie: Objem je dvojnym integrdlom

V—//I(x—i—y)d:lcdy:/O1 /02(x+y)dxdy.

Pretoze integrovand funkcia je spojitd, su splnené predpoklady Vety o postupnom integrovani a
dostaneme

/01 /02(“9>dm?~/—/01(/02(9:+y)dy)da:=/01 [wy+f}z_zczxz/ol(zﬁz)dx:a

Pri zmene poradia premenngjch dostaneme

/01 /02(96 ey = /02(/01(36 ooy = /02 [g;; + 1] :dy - /02(; +y)dy = 3.

Teda vysledny objem V = 3.

Predchadzajtici postup mozeme zovieobecnit’ aj na pripad I'ubovolnej mera- telnej mnoziny A C R2.
Interval [a, b] nahradime mnozinou

A'={zeR: Iy eR, (z,y) € A}
Vnttorny integral bude cez mnozinu

A, ={yeR: (z,y) € A}, x€ A
z4visli na premennej z € A’.

Veta 1.24 (Fubiniho veta). Nech f : A — R je takmer vSade spojitd funkcia. Nech ezistuji
integraly

nw—Afwm@

pre vSetky x € A’. Funkcia F : [a,b] — R je integrovatelnd a plati

/Af(a:,y)dzdy:/A, F(x)dx:/A,(/Az F(z,y)dy)dz.

Vo Fubiniho vete mozeme v pripade splnenia prislusnych perdpokladov vymenit’ premenné a dostaneme
vztah

/fmwmwz/< F(@,y)dz)dy,
A A Ja,
A"={yeR: xR, (z,y) € A}.

Fubiniho vetu aplikujeme pri vypocte dvojnych integralov cez mnoziny ¢iastocne ohranic¢ené grafmi
dvoch spojitych funkcii. Presnejsie ich zavedieme v nasledujicej definicii.

Definicia 1.25 Nech
g:la,b] =R, h:fa,b] =R, f<g

st spojité funkcie. MnozZinu
A={(z,y) eR*: a<a<b, f(r) <y<g(a)}

nazgvame elementdrnou oblastou typu (x,y).



Po vymene premennych v predchddzajucej definicii dostaneme elementérnu oblast’ typu (y, x).
V pripade elementérnej oblasti A typu (z,y) dostaneme vo Fubiniho vete A" = [a,b], A, =
[9(x),h(x)], = € [a,b]. Ak funkcia f : A — R je takmer v8ade spojitd, tak je na mnozine A

integrovatelna a plati
b h(x)
[ sty = [([ " fw iz,
A a Jg(x)

ak existuje vnudtorny integral fg}z(f)) f(x,y)dy pre vietky x € [a, b].
Podobne v pripade elementédrnej oblasti A typu [y, z] médme vztah

| sanzay = [ f /g :j) F(,y)da)dy.

Vsetky integraly v predchadzajicich vzorcoch existuji, ak je funkcia
f A — R spojita.

Priklad 1.26 Vypocitajme integrdl [ [ A 22ydzdy, kde A C R? je mnozina ohranicend priamkou
y =z a parabolou y* = 4x}.

Riesenie: MnoZinu A mézeme vyjadrit’ ako elementdrnu oblast’ typu (z,y) aj (y,z). Parabola s
priamkou magji spoloéné body O = (0,0), P = (4,4). Potom

A={(z,y) €ER*: 0< <4, 2<y<2/r}

a dostdvame

[ Jyatydady = [ atydg)r = 2 [022] ™ de = fl(oa® — 5o

=128 — 1924 = 128
=
Ak vyjadmme mnozinu A ako elementdrnu oblast’ typu (y,x) :

2
A={(zy) eR?: 0<y<d, T <<y},

dostaneme
ffoydacdy—fO acydacdy—fo[ ]

— :15(1024 128) _ 128

)
2= [y 3" = &)dy

4

1.4 Vypocet integralov substitiiciou

V jednorozmernom pripade plati vzorec na vypocet integrilu substiticiou v tvare

/f da:_/f (t)|ddt,

kde ¢ : [a, 8] — [a,b] je prosta spojite diferencovatelnd funkcia zobrazujica interval [a, 3] na
interval [a, b].

V dvojrozmernom pripade je substiticia sprostredkovand zobrazenim
®: G — R? G C R? ktoré mobze zobrazit' napriklad obdlznik 1 aj na geometricky zlozitejsiu
ohraniénd mnoinu A.

Definicia 1.27 Zobrazenie ® : G — R%, G C R? je reguldrne, ak je spojite diferencovatelné a
J(®)(s,t) #0 V(s,t) € G, kde

o0P1 0Py
ds 7 Ot
by 0Dy

ds 7 Ot

J(®)(s,t) = det D, (s,t) = , (s,1) € G.




Determinant J(®) nazyvame aj Jacobiho determinant, alebo Jakobidn zobrazenia ®.

Priklad 1.28 Ndjdime reguldrne zobrazenie ®, ktoré zobrazi pravouhly
trojuholnik T C R? s vrcholmi (0,0), (1,0), (0,1) na trojuholnik A C R?
s vrcholmi (ay,b1), (a2,b2), (as,bs).

Riesenie: Hladané zobraznie ® = (®1, o) md tvar

x:=Dy(s,t) = a1 + (a2 — a1)s + (a3 — a1)t,
y = ®1(s,t) = by + (by — b1)s + (b3 — by)t, (s,t) € R%

Jakobidn zobrazenia

o0P1 0P, _ -
J(P S,t — ds 7 Ot s.1) = a2 aip, as al 0
(®)(s,1) o8, ot D=1 b by by |70

pretoze vektory (as — a1,by — b1)T, (ag — a1,bs — b1)T sii linedrne nezdvislé.
Vypocet dvojného integrala substiticiou prevadzame podla nasledujicej vety.

Veta 1.29 Nech zobrazenie ® : G — R? G C R2?, je spojite diferencovatelné a takmer vsade
requldrne. Nech B C G je meratelnd mnozina, A = ®(B) a funkcia f ohrani¢end a takmer vsade
spojitd na A. Potom mnoZina A je meratelnd a

[ fdn= [ (£00)15(@)/d
A B
Dokaz vety je dost’ obtiazny. Vetu aplikujeme hlavne na vypocet integralov na kruhovych oblastiach.

Substiticia polarnymi stradnicami
Definujeme transforméciu

d:G—R? G=(0,00)x[0,2r) U {0}

vztahmi
T = pcosy, Yy = psinep.

Plat{ ®(G) = R? Je zrejmé, 7e zobrazenie je spojite diferencovatelné. Jeho jakobidn

J(@)(r,) =p

a teda zobrazenie je reguldrne na mnozine (0, 00) x [0, 27).

Dvojica (p, ) vyjadruje polarne stiradnice bodu (z,y) € R? vyjadrujtice jeho vzdialenost p =
V&% +y? od bodu O a uhol ¢ = arctan ¥ radidlneho vektora 7 = (z,y)” s kladnou ¢astou osi
Oy.
Ak A= ®(B), ®(r,p) = (pcosp, psiny), tak

//Af(x,y)dﬂfdy=/Af(pcoswapsinw)pdpdw-
Priklad 1.30 Vypocitajme integrdl
//e_(m2+y2)d:1:dy
A

A={(z,y) €R* >0, y>0, y>0, 2° +y° < 1}.

na mnozine
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Mnozina A je Sturtkruh s jednotkoviim polomerom. Pomocou poldrnych siradnic mdme A = ®(B),

B={(p.¢) €R% 0<p<1, 0<p< T}

// —(@®+y? d:cdy—//eppdpdgo //eppdpdgo—
T

"d dp="2[ 2pe P dp="1]—e"| =Z(1-¢7?).

/Ope p/p4/0pe p4[e}04(8)

2 Trojny integral

V pripade funkcie troch premennych zavedieme integral cez meratelni mnozinu v priestore R3
analogicky ako v pripade dvojného integrala. Takmer vSetky vlastnosti dvojného integrala majua
univerzalny charakter a preto uvedieme len niektoré.

Zavedieme najprv pojem meratelnej mnoziny a miery v R3. Cely priestor pokryjeme sietou S3
tvorenou r—kockami

o+l k k41, 1 1+1
o Vg g )

Ijkl:[ j, kleZ.

kde Z je mnozina vSetkych celych ¢cisel.

Definicia 2.1 Lubovolné konecné zjednotenie E = U 1; prvkov r—kockovej siete S3 sa nazjva
polyeder siete S3 a ¢islo

je jeho mierou (objemom).

Pomocou postupnosti polyedrov mozo zaviest’ vnutorni, vonkajsiu mieru a meratelnost’ ohranicene;j
mnoziny A C R3 rovnakym postupom ako v dvoj-rozmernom pripade. Preto definicie a vety z
¢asti 1.1 nebudeme opakovat’.

Analogicky ako v Priklade 1.6 dostaneme meratelnost’ kvadra

1= [alabl] X [CLQ,bQ] X [a3ab3]7 a; < bi7 1= ]-7 27 3

s mierou (objemom)
p(I) = (b1 — a1)(b2 — az)(bs — as).

Dalej zavedieme trojny integréal funkcie f na mnozine A ako limitu postupnosti integralnych siétov
funkcie f, ktoré su rovako definované ako v dvojrozmernom pripade.

Definicia 2.2 Nech f : A — R je ohranicend funkcia definovand na meratelnej mnozine A C R3.
Hovorime, Ze funkcia f je na A integrovatelnd, ak existuje limita

ling(f;D,V) =S

mnoZiny integrdlnych sictov funkcie f. Cislo S sa nazjva trojny integrdl funkcie f na mnozine A

a oznacuje
S—/fdu—///f(:c,y,z)da:dydz.
A A
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Trojny integral funkcie f mozeme interpretovat’ ako homotnost’ telesa
A CR3 s premennou hustotou f(x,v,2), (x,y,2) € A. Ak f =1, tak integral

Jan= [ [ [ dvayaz = uca) = va)

je mierou (objemom) mnoziny A .

Rovnako ako u dvojnych integralov, je aj kazda takmer vSade na me- ratelnej mnozine A C R3
spojitd funkcia integrovatelnd. Zakladom vypoctu trojnych integralov cez mnozinu A je postupny
vypocet jednoduchého a dvojného integralu. Zavedieme mnoziny

A ={(z,y) €R?: 3z €R, (z,y,2) € A}
Ay ={z€R: (z,y,2) € A, (z,y) € A’}

Plati nasledujtica verzia Fubiniho vety.

Veta 2.3 Nech f: A — R, ACR? je takmer vsade spojitd funkcia. Nech existujii integrdly
F(z,y) = / fz,y,2)dz
Agy

pre vietky (x,y) € A'. Funkcia F : A" — R je integrovatelnd a plati

///Af(x’y’z)dfvdydz
_/ A,F(:r,y)dxdy = //’(/Azy f(z,y, z)dz)dxdy.

A={(z,y,2) eR®: (z,y) € A, g(z,y) < z < h(z,y)},

Ak mnozina A mé tvar

kde g, h: A — R st spojité funkcie, g < h, tak dostaneme

] [ sy 2awaniz= [ ] « /g (h(y)y) F (2,9, 2)dz)drdy.

Ak naviac mnozina A’ je elementdrnou oblastou typu (z,y) :
A ={(z,y) eR*: a<z<b, px) <y<P(z)},

tak mozeme vyjadrit’ trojny integral pomocou jednoduchych integrdlov s premennymi hranicami v

tvare
b ri(x) h(z,y)
/ / / F(2,y, 2)dedyd= = / ( / ( / f(,y, 2)dz)dy)da.
A a Jo(x) g(z,y)

Priklad 2.4 Vypocitajme integradl fA ydzxdydz, kde A je §tvorsten ohraniceny rovinamiz =0, y =
0, 2=0, 2z +y+2=1.
Mnozinu A vyjadrime v tvare

A={(z,y,2) €R®: (z,y) € A, 0< 2 <122 -y},

kde A’ je priemet $tvorstenu A do roviny z = 0. Je to trojuholnik, ktory mozZeme vyjadrit’ ako
elementdrnu oblast’ typu (x,y) :
A ={(z,y) eR?: 0<z<=, 0<y<1-2z}.
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///Aydxdydzz/05(/01—295(/01—275—11) yd2)dy)de =

1

3 [l-2 31 ) 1 g11-2
/0(/0 y(1—2x—y)dy)dfc:/0 by (1—21‘)—§y]0 de =

1
7.1 1 1
“(1=22)3de = | —t3dt =
/0(6( wfde= | 15 48

Budeme pokracovat’ substiticiou v trojnych integréloch.

Definicia 2.5 Zobrazenie ® : G — R3, G C R® je reguldrne, ak je spojite diferencovatelné a
J(®)(s,t,u) # 0 V(s t,u) € G, kde

0P 0P 09,
/ 55, 38, 5.

J(@)(S,t, u) — det (I)*(S, t,u) — 8827 TtQ’ Tuz B (S, t) S G
093 0P3 0P3

ds ’ Ot ' Ou

Pripomenme si, ze determinant J(®) nazyvame Jacobiho determinant alebo jakobidn zobrazenia
.
Vypocet trojného integrala substitiiciou prevadzame podla nasledujicej vety.

Veta 2.6 Nech zobrazenie ® : G — R3, G C R3, je spojite diferencovatelné a takmer vsade
requldrne. Nech B C G je meratelnd mnozina, A = ®(B) a funkcia f ohranicend a takmer viade
spojita na A. Potom mnoZina A je meratelnd a

/fdu /f )] (®)]d.

Dalej sa budeme zaoberat’ dvoma najcastejsie pouzivanymi substiticiami pomocou cylindrickych a
sférickych suradnic.

Substittucia cylindrickymi siradnicami
Definujeme transformaéciu

d:G—R> G=]0,00) x [0,27) x (—00, 00)

vztahmi
T =pcosp, y=psing, z = z.

Plati ®(G) = R? Je zrejmé, ze zobrazenie je spojite diferencovatelné. Jeho jakobidn

J((I))(’l“, 2 Z) =p

a teda zobrazenie je reguldrne na mnozine (0,00) x [0,27) X (—00, 00).

Trojica (p, ¢, z) vyjadruje cylindrické siiradnice bodu (x, v, z) € R? vyjadrujice jeho vzdialenost’
p=+z2+y? odosi O,, uhol ¢ =arctan? vektora p'= (z,y, 0)” s polrovinou y =0, >0 a
vzdialenost’ od roviny z = 0.

Ak A= ®(B), ®(r,¢,z) = (pcosp, psingp, z), tak

///fxy, dxdydz—///fpcosw,psmgo, z) pdpdpdz.
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Priklad 2.7 Vypocitajme objem mnoZiny
A={(z,y,2) €R¥: >0, y>0, 2? +y* <y <4-—2? -y}

Riesente:

MnoZina sa nachddza v prvom oktante medzi rovinami x = 0, y = 0 a rotaénymi paraboloidamsi
2z =2+ y?, 2z =4— 2% —y> Prienik ¢asti paraboloidov je sturtkruinica s polomerom r = /2 a
leZiaca v rovine z = 2. Po substiticii pomocou cylindrickych suradnic dostdvame pre objem mnoZiny

A vztah
V(A)Z/duz/// pdpdpdz,
A B

B={(p,p,2) ER*: 0<p<V2, 0S¢<g, pP<z<4—p)

Integrdl cez mnozZinu B vypocitame pomocou Fubiniho vety:

///depdpdwdz = /Og(/oﬂp(//:p2 dz)dp)de = 7;(/0\/5 p(4—2p%)dp

41v2

:n(/oﬁ(Qp—pg)dp:W[pQ—i}o =T.

Substitacia sférickymi stiradnicami
Definujeme transforméciu

$:G—R3, G=0,00) x [0,27) x [—g,g]

vztahmi
r=rcospcosl, y=rsinpcosf, z =rsinb.
Plati ®(G) = R? Je zrejmé, 7e zobrazenie je spojite diferencovatelné. Jeho jakobidn

J(®)(r, @,0) = r’cosh

a teda zobrazenie je reguldrne na mnozine (0,00) x [0,27) X (—72,72).

Trojica (r,¢,0) vyjadruje sférické stiradnice bodu (z,y, z) € R3 vyjadrujice jeho vzdialenost
r=+/x?+y?>+ 2% od bodu O, uhol ¢ = arctan £ vektora 5= (z,y,0)" s polrovinouy =0, = > 0
a uhol 0 = arcsin 2 radidlneho vektora 7" = (z, y, 2)T" s rovinou z = 0.

Ak A= ®(B), ®(r,p,0) = (rcospcosb,rsinpcosf,rsinf), tak

///Af(m’y’z)didydz:

///f(rcosgocos&,rsincpcos@,rsin@)7’20039d7'd<pd¢9.
B
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Priklad 2.8 Ndjdime moment zotrvacnosti vzhladom k osi O, homogénneho telesa A s jednotkovou
hustotou ohraniceného plochamsi

x2+y2+z2:2, x2+y2:,22, z > 0.

Riesenve:
Moment zotrvaénosti J,(A) vypocitame podla vzorca

J.(A) = / / /A (2% + y?)dzdydz,

A={(@y,2) €R®: PP+ <2< V2— o — ),

Mnozina A je zdola ohranicend kuZelovou plochou z = /2 + y? a zhora polosférou z = \/2 — x2 — y2,
pricom uvedené plochy sa pretinaji v rovine z = 1. Potom je mnoZina A (v sférickijch siradniciach)
obrazom mmnoZiny

B={(rp,0)eR3: 0<r<v2,0<p<2r — <0<

1 b

Po substiticii pomocou sférickijch suradnic dostaneme

V2 2 g
J.(A) = / / / 2 cos? 0 12 cos O drdpdf) = / / / r* cos® Odrdpdf
B o Jo Jr

25721 1 .35 8/2 2 5/2 4«
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