Matematicka analyza II.

BOCK, .

1 Uvod

Vsetky prirodné, ekonomické a spolocenské javy sa odohravaju v case a v priestore. Naviac, ¢asto
obsahuju viac nezavislych zloziek, ktoré vstupuju do roznych zavislosti. Na ich kvalitativne a kvan-
titativne vyjadrenie nam slizia funkcie viacerych premennych, ktorych hodnoty mézu byt skalarne,
alebo vektorové veli¢iny. Budeme sa zaoberat’ ich vlastnostami, ako aj pouzitim, ktoré, moze mat’
diferencidlny, alebo integralny charakter. V pripade fyzikalnych, dynamickych a mechanickych ap-
likacii sa casto jedna o funkcie ¢asovej premennej t a priestorovych premennych x, y, z. V mate-
matickych modeloch ekonomickych a spolo¢enskych javov sa pouzivaji premenné z1, ..., £,,. Tieto
zdanlivo rozne javy mozno zjednotit’ do jednej tedrie o, ¢o sa budeme v d’alsom texte pokusat’.

2 Skalarne a vektorové funkcie (zobrazenia)

Budeme sa zaoberat’ funkciami zobrazujiucimi mnozinu M C R™, n > 1 do vektorového priestoru
R™ n > 1. R™ je redlny vektorové priestor, ktorého prvky su stlpcové vektory

x1
X = . = (z1,. )t €R™, 2, €R, i=1,...,m.

Lm

Analogické tvrdenie plati aj pre priestor R".
Tam, kde nemdze prist’ k nedorozumeniu budeme pisat’ x € R™, m > 1. V Specidlnych pripadoch
m = 2, alebo m = 3 pouzijeme

xr
F=r=|y | =(z,y,2)" €R’ F:r:<x>:4%wT€R%
z

alebo aj
(z,y,2) €R®,  (z,y) € R®.

Kazdua funkciu f: M — R", M C R™, n > 1 mozno vyjadrit’ v tvare
f = (f17-~-7fn)7 fl M — R, 1= 1,...77’1,7

pricom funkcie f; sa nazyvajui zlozky funkcie f a si definované vztahom

f(l‘) = (fl(w)7 "'7fn(x))T, x e M.

Ak m > 1,n = 1. nazyva sa funkcia f skaldrne, ak m = n > 1, vektorové pole. Uvedieme niektoré
geometrické interpretacie funkcie f.



Mnozinu

Gr(f)={(z,y) e R"xR":z e M, y= f(z)}

nazyvame grafom funkcie f : M — R™. V pripade m = 2, n = 1 je graf Gr(f) jednoduchou plochou
v priestore R3. Nie je mozné priame geometrické vyjadrenie grafu funkcie f : M — R, M C R™ v
pripadoch m > 2. Namiesto toho mé vyznam v pripadoch m = 2, m = 3 uvazovat’ tzv. Uroviiové
krivky resp. uroviiové plochy. Prelubovolné ¢islo ¢ € R s to mnoziny

M. ={(z,y) € M : f(x,y) = c},

resp.
M. = {(x7y7z) €M: f(x,y,z) = C}'

Je zrejmé, ze mnozina M, mdze byt aj prézdna. Naopak M, = M len v pripade konStantnej
funkcie f = c. Uroviiové mnoziny M. maji dolezité aplikdcie napr. v geofyzike, meteoroldgii,
roentgenoldgii.

Délezitym $pecidlnym pripadom je vektorova funkcia f : (a,b) — R™ jednej premennej ¢. Obor
hodnét H(f) tejto funkcie je v pripade n = 2 rovinnou a v pripade n = 3 priestorovou krivkou.

Dalsou vyznamnou triedou funkcif z hl'adiska ich geometrickej interpretécie st funkcie g : M —
R3, M C R2. Ak st splnené niektoré d'alsie podmienky, o ktorych sa zmienime neskor, tak obor
hodnoét H(g) C R3 je plochou v priestore R3. Aj graf vyssie spomenutej funkcie f: M — R, M C
R? je plochou v predchidzajicom zmysle. Ak definujeme funkciu ¢ : M — R3 predpisom

g(u,v) = (uvva f(u7v))T7 (u7 U) € M,

tak dostaneme rovnost’ Gr(f) = H(g).

Vyznamnou vlastnostou skalarnych aj vektorovych funkcii je ohrani¢enost. Hovorime, ze funk-
cia f: M — R" M C R™; je ohranicend, ak existuje L € R, pre ktoré |f(z)| < L pre vsetky
x € M.

Aby sme sa d’alej mohli zaoberat’ pojmami limity a spojitosti funkcie viac premennych, zavedieme
niektoré typy mnozin v priestore R".

Pripomenime si, ze R™ je euklidovsky priestor so skaldrnym sti¢inom a normou

(,y) = 21y1 + oo + TiuYm, |z| = (m,a:)l/Q, xz, y € R™,
Geometricky chdpeme normu prvku z € R™ ako dizku vektora 7 = (21, ...,zm)T alebo vzdialenost
bodu z od bodu 0 = (0,...,0)7 € R™. Ak z, y € R™, tak ¢islo |z — g/ je vzdialenostou bodov z, y.

Definicia 2.1 Nech a € R™, ¢ > 0.
a) Mnozina
Oc(a)={z eR™: |z —a|l <e}

sa nazyva €-okolie bodu a.
b) Mnozinu O2(a) = O:(a) \ {a} nazgvame deravym okolim bodu a.

Okolie O¢(a) je v dvojrozmernom pripade vnutro kruhu a v trojrozmernom pripade vnutro gule
so stredom a € R? a polomerom ¢. Deravé okolie O.(a) je vniitrom predchddzajiiceho kruhu resp.
gule s vynechanim stredu a.

Nakolko sa nebudeme zaoberat’ pojmami limity a spojitosti v izolovanych bodoch defini¢ného
odboru M funkcie f, zavedieme ako kontrast pojem hromadného bodu mnoziny.

Definicia 2.2 Bod a € R™ nazgvame hromadnym bodom mnozZiny M, ak pre kaZdé ¢ > 0 plati
M NO2(a) # 0.



Pomocou pojmu okolia bodu zavedieme pojmy limity postupnosti bodov v priestore R™ a
funkcie viac premennych analogicky ako v pripade redlnej (skaldrnej) funkcie jednej premenne;j.

Definicia 2.3 a) Bod a € R™ je limitou postupnosti {ar} C R™, ak pre kazdé ¢ > 0 existuje také
ko € N, zZe ai € Oc(a) pre vietky k > ko. Oznacenie: limg_o0 ar = a

b) Nech a € R™ je hromadnym bodom defini¢ného odboru M C R™ funkcie f : M — R".
Bod b € R" je limitou funkcie f v bode a, ak pre kazdé ¢ > 0 ewistuje § > 0 s vlastnostou:
F(M N OY(a)) C O:(b) Oznacenie: lim,_.q f(z) = .

Limita postupnosti a funkcie méa analogické vlastnosti ako v jednorozmernom pripade. Z
hladiska zistovania existencie resp. neexistencie limity funkcie mé velky vyznam nasledujice tvr-
denie o limite ziZenia f4 funkcie f, ktoré mozno dokézat’ priamo z definicie limity.

Tvrdenie 2.4 Nech a € R™ je hromadngm bodom mmnoziny A € M C R™. Ak f : M —
R™, limg o f(z) = b, tak lim;—q fla(z) = 0.

Priklad 2.5 Uvazujme funkciu f : R?\ {0} — R, f(z,y) = xﬁig Bod 0 je hromadnym bodom
mnozin M = R?\ {0}, A=R\ {0} x {0}.

Plati vztah f(z,y) = zg(2,y), 9(2,y) = &z, (v,y) € M.

Funkcia g je ohraniénd: |g(x,y)| < % Sticasne lim, ) _ox = 0 a podla vety o limite sicinu
ohranicenej funkcie a funkcie, ktorej limita v danom bode je rovnd nule je

2
lim Y —o.
(2.)—=0 2% +y

Priklad 2.6 Uvazujme funkciu f : R2\ {0} — R, f(z,y) = xﬁ’yg. Bod 0 je hromadngm bodom

mnozin M = R?\ {0}, A=R\ {0} x {0}, B ={(z,y) € R2\ {0} : z = y}. Ezistujii limity

lim fiqa = limof(m,O) = lir%O =0,

(‘T:y)—>0
. ‘ . .
g1 = lim (@, 2) = lim 5 =5

Limita lim(%y)H@ f(z,y) neexistuje, pretoze limity dvoch réznych ziZend funkcie f sa nerovnaji.

Limita v predchadzajicom priklade neexistovala, pretoze skimana funkcia mala v dvoch réznych
smeroch rozne limity. Nasledujuci priklad ukazuje, ze aj v pripade rovnosti limity v vSetkych
smeroch, nemusi vysledna limita funkcie existovat.

Priklad 2.7 Uvazujme funkciu f : R2\ {0} — R, f(z,y) = xfizzg. Bod 0 je hromadngm bodom
mnozin

My =A{(z,y) e R”*\ {0} : y=kz},

kde k jelubovolné redlne cislo. ZiuZenie f\yg, md tvar

ka3
f|Mk(:E’y) = 4+ k222’ T 7£ 0.
Platia vztahy
li fing (z,y) = 1 kix?)—OVkER lim f(0,y) =0
Bl e P R/ O =

a teda limity vo vsetkych smeroch si rovné nule. Zistime este limitu ziZenia fip definovaného na
parabole

P ={(z,y) eR*\ {0} : y =2a"}.



Plati
lim fip(e) = lim 5 =L g
1m = 11m —- = —
(z,9)—0 Py = e T2t~ 2 ’
z ¢oho vyplyva neexistencia limity povodnej funkcie.

Pomocou limity zavedieme dolezity pojem spojitosti funkcie. Samotné definicia sa nelisi od zndmej
definicie pre redlnu funkciu jednej premenne;j.

Definicia 2.8 Nech a € M je hromadnym bodom definicného odboru M C R™ funkcie f : M —
R™. Funkcia f je spojitd v bode a, ak lim,_., f(z) = f(a).

V d’alsom texte budeme predpokladat’, ze vetky body definiéného oboru funkcie st jeho hromadné
body.

Priamo z definicii limit funkcie a postupnosti vyplyvaju nasledujice dolezité vety udavajice
d’algie charakteristiky spojitosti funkcie v danom bode.

Veta 2.9 Funkcia f : M — R" je spojitd v bode a € M C R™ prdve vtedy, ak pre kaZdé € > 0
existuje 6 > 0 s vlastnostou: f(M N Os(a)) C O(f(a)).

Veta 2.10 Funkcia f : M — R™ je spojitd v bode a € M C R™, prdve vtedy, ak pre kaZdi
postupnost’ spl/ﬁajdcu
{ax} C M, lim ap =a
k—o0
plati
Tim f(ag) = £(a).
Prirodzenym sposobom zavedieme spojitost’ funkcie na mnozine.
Definicia 2.11 a) Funkcia f : M — R"™ je spojitd, ak je spojitd v kaZdom bode a € M.
b) Funkcia f: M — R" je spojitd na mnozine A C M, ak je spojitd v kaZdom bode a € A.

Priklad 2.12 Funkcie py : R™ — R, pr(x) = xk, k=1,....,m si spojité.
Vyplygva to z nerovnosti |z, — ag| < |z —al, k=1,...,m.

Popri zrejmych tvrdeniach o spojitosti funkcie vzniknutej aritmetickymi operaciami zo spojitych
funkcii, ma velky vyznam nasledujica veta o spojitosti zlozenej funkcie, ktori mozno dokazat
pomocou Vety 2.10.

Veta 2.13 Nech h: M — RP, M C R™, g: P — R", h(M) C P; su spojité funkcie. Potom aj
zloZend funkcia f = goh: M — R™ je spojitd.

Pomocou Prikladu 2.12 a Vety 2.13 je mozné dokézat’ spojitost’ zlozenych funkcii, ktoré vznikni zo
spojitych elementarnych funkcii jednej premennej.

Priklad 2.14 UvazZujme funkciu
f:M—R, f(r,y,2)=vVr+y+z v+y+2z>0.
Funkciu vyjadrime v tvare
f=goh, g:[0,00) =R, g(t) = V&
h:M —R, hiz,y,2) =c+y+z, M={(z,y,2) €R®: z+y+2>0}.

Funkcie p, : R* - R, k=1,2,3; Vo [0,00) — R su spojité. Funkcia h = p1 + p2 + p3 je spojitd
na svojom defini¢nom obore R? a teda aj na mnozine M. Potom je aj funkcia f =goh: M — R
spojitd.



Na zaver uvedieme vetu o limite a spojitosti vektorovych funkcii, ktorej dékaz je zalozeny na
nerovnostiach |yx — bx| < |y —b|, k =1,...,n prelubovolné dvojice bodov y, b € R™.

Veta 2.15 Nech f: M — R", M CR™, f=(f1,.... fn)T.
a) Ak a € R™ je hromadny bod mnoziny M, tak
limg_q f(x) = b= (by,...,b,) " prdve vtedy, ked lim,_.o fx(z) = by,
k=1,..n.
b) Funkcia f : M — R" je spojitd (v bode a) prdve vtedy, ked funkcie
fe: M =R, k=1,...,n si spojité (v bode a).

3 Viacrozmerny diferencialny pocet

Medzi (vektorovymi) funkciami zobrazujicimi podmnoziny M C R™ do priestoru R" vyznamnu
tlohu hraju linedrne zobrazenia. Mnohé mechanické, fyzikédlne, chemické zakony majui linedarny
charakter, pricom sa ¢asto jednd o priblizenie s ur¢itym stupiiom presnosti. V pripade redlnej
funkcie jednej premennej je geometrickou interpretaciou tohto procesu dotyénica ku grafu funkcie.
V pripade redlnej funkcie dvoch premennej sa jedna o nahradenie grafu funkcie v dostatotne malom
okoli daného bodu dotykovou rovinou. Vo v8eobecnom pripade nahradzujeme funkciu f : M —
R™ M C R™ linedrnym zobrazenim L : R"™ — R"™.

3.1 Derivacia a diferencial

Pripomenme si, Ze v jednorozmernom pripade je existencia derivécie funkcie f : (o, 5) — R v bode
a ekvivalentnd s jej diferencovatelnostou v bode a. Znamend to, ze prirastok funkénych hodnét v
bode a mozno vyjadrit’ v tvare

fla+z) = fa) = fl(a)x + r(x),

kde r : R — R je funkcia spojita v bode 0 a spiﬁajlica konvergenciu lim,_,q @ =0.
Vo viacrozmernom pripade budeme dalej predpokladat’, ze funkcia f je definovana na otvorenej

mnozine.

Definicia 3.1 a) Bod a € M sa nazjva vnitorny bod mnoziny M C R™, ak existuje ¢ > 0, pre
ktoré O(a) C M.
b)Mnozina M C R™ sa nazgva otvorend, ak obsahuje len svoje vnitorné body.

Definicia 3.2 Funkcia f : M — R, M C R™ je diferencovatelnd v bode a € M, ak existuji
linedrne zobrazenie L : R™ — R"™ a funkcia r : R™ — R™ s vlastnostami

fla+z)— f(a) = Lz +r(x), z € R™ hm@ =0.

Zobrazenie L sa nazyva derivdcia funkcie f v bode a € M a oznacuje sa L := fi(a).
Viraz Df(a,z) = f«(a)x sa nazgva diferencidl funkcie f v bode a.

Lahko vidno, Ze diferencovatelnost’ je ekvivalentnd aj s vlastnostou

i Ja+2) = f(a) ~ Lo

—0.
2—0 ||

Ako uz bolo spomenuté, v pripade m =n =1 je samotnd existencia derivacie v bode a ako limity

Fa) -t 1) =S (@)

T—a Tr—a



ekvivalentna s diferencovatelnostou a plati Lz = f/(a)x = D f(a, ) pre vietky = € R.

Ako je zndme z linearnej algebry, v pripadelubovolnych m, n € N a linedrneho zobrazenia
L :R™ — R" existuje prave jedna matica [L] = (l;;) typu n x m, pre ktord Lz = [L]x pre vSetky
x € R™. PiSeme tiez priamo L = [L].

Odvodime tvar matice [L].

Ak m = 1,n > 1, tak diferencovatelnost’ funkcie f : (o, 3) — R, f = (f1,..., fn)T v bode
a € (a, B) je ekvivalentna s diferencovatelnostou jej zloziek f; v bode a a derivacia mé tvar

fi(a)

fila) =

fala)
3.2 Parcialne derivacie
Nech dalej m > 1, n = 1. Ak funkcia f: M — R, M C R™ je diferencovatelnd v bode a € M, tak

derivicia fi(a) je reprezentovand riadkovym vektorom

[fe(a)] = (L1, ey lm).
Z definicie derivacie dostdvame

i [+ = f@ = L@a _ o fat2) = () = bt = el

= 0.
—0 |~T| z—0 |J)|

Aby sme ziskali tvar koeficientov, budeme uvazovat’ limity zizené na jednotlivé siradné osi. Dosté-
vame tak rovnosti

f(al, ey @1, 05 + 10541, . am) — f(al, ...,am) — [t _

lim 0,
t—0 ’t’
alebo ekvivalentne
A1y ey Gi—1,0; + 1, Qi11, ...y am) — flag,...,a .
lim f(a i—1, % 1, 8it1 m) — fla1, ., am) =1, i=1,..,m.

t—0 t

Pre kazdé i = 1, ..., m nazyvame ¢islo [; parciadlnou derivaciou funkcie f podla premennej x; v bode
a a oznacujeme
of

axi
Porovnanim s definiciou derivacie funkcie jednej premennej dostaneme nasledujicu definiciu
parcidlnej derivacie, z ktorej vidno aj sposob jej vypoctu.

li (a), 1= 1,...,m.

Definicia 3.3 Nech f: M — R, M C R™, a = (a1, ...,am)" € M.
a) Ak existuje derivdcia ¢}(a;) funkcie

Wi : (ai - 57 a; + 5) - R7 6> 07 QOZ(t) = f(alv "‘7ai—1)t7ai+17 "')am)a
tak cislo ¢l(a;) = %(a) nazyvame parcidlnou derivdciou funkcie f podla premennej x;, i=1,...,m;
v bode a.
b) Ak existuje 5%(@) v kaZdom bode a € M, tak funkciu 88751 : M — R nazgvame parcidlnou
derivdciou funkcie f podla premennej x;, i =1,...,m.



Poznamka 3.4 V pripade funkcie dvoch resp. troch premennych x, y, z oznacujeme gﬁ, gi, %

parcitalne derivdcie podla premennych x, vy, z
Priklad 3.5 Ndjdime parcidlne derivdcie v bode (a,b) € R? a parcidlne derivdcie funkcie

fiR? =R, fz,y) = Va2 +y2

a) Ak (a,b) # (0,0), tak

\/ 2 d
oV x +y d /7332—}—62(@): T (a) = a 7
T da Va2 + b2 Va? +b?

oa?+y? 2+ d 5 b

“VEre) Varw

b) Parcidlne derivdcie podla x aj y neexistuji v bode (0,0). Skutocne,
VaZ _ | | \xl ||

limg o = = limg 0 neexistuje, pretoze limg o = —1, limg_oy' = 1. Analogicky
vysledok dostaneme aj pre parcidlnu derivdciu podla premennej Y.

¢) Sucasne dostdvame

22 4 02 - 22 1 2
Oty WERY Y () #(0,0).

dr  JaZiy? Oy Va2 +y?

Pri vypocte parcidlnych derivacii funkcie viac premennych povazujeme premenné, podla ktorych
nederivujeme za konstanty a postupujeme ako pri vypocte derivacii funkcie jednej premenne;j.

Priklad 3.6 Ndjdime parcidlne deriv’acie podla vsetkych premennych funkcie
fiR3 =R, f(z,y,2) = sin(z +y* + 2°).
Riesenie:

8f = cos(z + y? + 23), 8—f = 2y cos(z + y* + 23), aJZc =322 cos(z + y* + 23).

3.3 Rovnica dotykovej roviny

Nech existuji parcialne derivacie %(a, b), g—i(a, b) funkcie f : M — R, (a,b) € M C R?. Platia
implikacie Gr(f(-,b)) C Gr(f), Gr(f(a,-)) C Gr(f), kde Gr(f(-,b)), Gr(f(a,-)) st grafy funkcif
x — f(z,b), y — f(a,y). Dotyé¢nice ku krivkdm z = f(x,b), z = f(a,y) v bode (a,b) maji na
zéklade definicie parcidlnych derivacii rovnice

+ g(a,b)(m —a);

y=>b, z= f(a,b) o
(a,b)(y —b).

T =a, Z—f(a,b)—i-g]yC

Smerové vektory p = (1,0, %(a, b)), ¢ = (0,1, g—i(a b)) oboch dotyé¢nic si linedrne nezavislé a
spolu s bodom T' = (a, b, f(a,b)) jednoznacne uréuju dotykovi rovinu 7 ku grafu Gr(f) funkcie f
v bode T'. Rovina 7 mé rovnicu

of af

z = f(a,b) + %(a, b)(x —a) + a—y(a, b)(y —b).

Vektor

) )
7= (a‘i(a,b),a‘g(a,b),—l)

je normalovym (kolmym) vektorom k dotykovej rovine 7.



Priklad 3.7 Ndjdime rovnicu dotykovej roviny a normdlového vektora ku grafu funkcie
f:(0,00)2 =R, f(z,y) = Iiy v bode T = (1,2,%).
Parcialne derivdcie funkcie f v bode (1,2) st

of I T P |
81,(3:71/) - xgyv 81'(1,2) - 27
O gy = -1 9 q gL
ay (a?,y) - .Z'y2 ’ 8y(152) - 4'

Dotykovd rovina v bode T md potom rovnicu

a po uprave
2c+y—42+6 = 0.

Normdlovy vektor k dotykovej rovine je

7= (2,1,-4).

3.4 Vlastnosti diferencovatelnych funkcii

Rovnakym postupom ako v pripade redlnej funkcie viac premennych mozno odvodit’ maticovy tvar
derivécie funkcie f : M — R, M C R™.

Veta 3.8 Nech f: M — R", M CR", f=(f1,..., fn) je diferencovatelnd v bode a € M. Potom
existuji parcidlne derivdcie g:f; M — R" i=1,..,n;j = 1,....,m a matica derivicie f.(a) md
tvar

ha), ..., F(a)
[fi(a)] =
(), ..., 22 (a)

Priamo z definicie derivacie a jej maticového vyjadrenia vyplyva spojitost’ diferencovatelnej funkcie:
Veta 3.9 Ak funkcia f: M — R" M CR™ je diferencovatelnd v bode a € M, tak je v tom bode
spojitd.

Na zéklade predchadzajicich viet je nutnou podmienkou diferencovatelnosti funkcie v bode a jej
spojitost’ a existencia vetkych parcidlnych derivécii kazdej zlozky v bode a. Nasledujici priklad
potvrdzuje, ze uvedené podmienky nie st postacujice.

Priklad 3.10 Zistime, ¢ funkcia f :R? — R, f(x,y) = +/|zy| je diferencovatelnd v bode (0,0).
Riesenie:
Funkcia f je spojitd v bode (0,0) a f(0,0) = 0. Platia vztahy

f(z,0) = £(0,0) of

1‘ = —_ ——
rli% x—0 0 81’ 07
tim L0 =700 _ 07 _
y—0 y—0 oy

o) = £0,0) = L 0,00 = 0) = 20,00 - 0) = Vil = (w0,



Funkcia f je diferencovatelnd prdve vtedy ked lim, )~ (0,0) rey) —

[(z,y)]
vV =yl

V nasom pripade lim, ,)_(0,0) neezistuje, pretoze
’ ’ /:c2+y2 ’

: V20| - Vx|
lim(z,0)-(00) Jrmgz = 00 im(e.0)—0.0) s = 75
a teda funkcia f nie je diferencovatelnd v bode (0,0).

Nasledujuca veta, ktorej dokaz mozno najst’ v literattre (J. Brabec, B. Hruza: Matematickd analyza
II, SNTL-ALFA, Praha 1986, J.Moravcik, J.Moravsky, R.Sulka: Matematickd analyza 2, ALFA,
Bratislava 1988.), uvddza postac¢ujicu podmienku diferencovatelnosti.

Veta 3.11 Nech funkcia f: M — R®, M C R™, md v niektorom okoli bodu a € M parcidlne
derivdcie vsetkijch zloZiek podla vsetkych premenniych a spojité v bode a. Potom je funkcia f difer-
encovatelnd v bode a.

Poznamka 3.12 Ak existuji a su spojité véetky parcidlne derivdcie z pred-

chddzajicej vety na celom definiénom obore M funkcie f, tak je funkcia f diferencovatelndg v kazdom
bode a € M a v tomto pripade ju nazjvame spojite diferencovatelnou. Symbolom C*(M) oznacujeme
mnoZinu véetkijch spojite diferencovatelngjch funkcii na mnozine M. Zrejme C*(M) C C(M), kde
C(M) je mnoZina vsetkijch spojitych funkcii na mnozine M.

3.5 Derivacia zlozenej funkcie a derivacia v smere

Uvazujme zlozenu funkciu f =goh: M — R", M C R™, skladajicu sa z funkcii h: M — RP, g :
P — R™ h(M) C P C RP. Veta 2.13 obsahovala tvrdenie o spojitosti funkcie f za predpokladu
spojitosti funkcii g, h. Teraz sa budeme zaoberat’ diferencovatelnostou funkcie f v zavislosti na
diferencovatelnosti funkcii f, g. V jednorozmernom pripade ( m = n = 1) plati dolezité pravidlo
o derivovani zlozenej funkcie v tvare

f(x) = g'(h(z)W (z), = € M.

Ak nahradime si¢in redlnych ¢isel z mnoziny R sic¢inom (skladanim) linedrnych zobrazeni, dosta-
neme priamo z definicie derivacie vektorovej funkcie nasledujice pravidlo o derivovan’i zlozenych
vektorovych funkeii.

Veta 3.13 Nech funkcie h : M — RP resp. g: P — R", h(M) C P C RP si diferencovatelné v
bodoch a € M resp. b = h(a) € P. Potom je funkcia f = goh : M — R™ diferencovatelnd v bode
a, pricom derivdcie funkcii f, g, h spliaji vztah

fi(a) = g«(h(a)) © hu(a).

Ako je zname z linedrnej algebry sucin A o B linearnych zobrazeni A : RP — R", B: R™ — R?
je reprezentovany sucinom [A] - [B] matic [A] typu n X p a [B] typu p x m. Pouzitim Vety 2.8
o vztahu derivacie vektorovej funkcie a parcidlnych derivécii dostaneme nasledujice vyjadrenie
matice derivacie zlozenej funkcie f pomocou matic parcialnych derivacii funkcii g, h :

Sh(a), ..., P(a) GL(h(@), - - 52 (@) \ [ P(a), ..., 2(a)
[f(a)]= -
oo, ... Y@ )\ @), gz )\ . )



Sucasne dostdvame vyjadrenie parcidlnych derivacii funkcie f v tvare

i, :iagj na)) 2

L i=1,...n k=1,..,m.
81‘k - Gyi @ 8$‘k(a) J " m

Ako dosledok dostaneme dolezité z hladiska praktického pouzitia "retazové” pravidlo na vypocet
parcidlnych derivacii skalarnej funkcie viac premennych.

Dosledok 3.14  (Retazové pravidlo) Nech f: M — R, M CR™, f =goh, h: M — RP,
g: P — R, h(M) C P. Ak funkcie g,h si spojite diferencovatelné, tak aj funkcia f je spojite
diferencovatelnd a plati vztah

89] Oh; .
=1,..n k=1,... M.
af]jk Z ayl 8:,L'k( )7 .7 ) Jn’ b 7m7 x 6
Priklad 3.15 Nech je dand funkcia f : R® — R, f(x,y,2) = /22 + 42 + 22. Ndjdime parcidlne
derivacie funkcie f podla vsetkych premenngjch.

RieSenie:
Funkciu f vyjadrime v tvare f = goh, h : R3 — R, h(z,y,2) = 22 +y*> + 2% g : [0,00) —
R, g(t) = Vt. Funkcia g je spojite diferencovatelnd na mnozine P = (0,00). Funkcia h je spojite
diferencovatelnd a plati h(M) C P, kde M = R\ 0. Funkcia f je potom spojite diferencovatelnd na
mnozine M a

of ’ oh 1 T _
L A— hx , — 21’: , (L,Y, 2 07
o I g, = T A a7
Podobne of of
z _
= Y = ——————, (z,y,2) #0.

Oy 2t yit22 0z Ji2 4Pt 22

Parcidlne derivacie skalarnej funkcie f vyjadruji zmeny hodnot tejto funkcie v smere jednotlivych
stradnych osi. Casto nés zaujima aj chovanie funkcie v inych smeroch. Napriklad zmena teploty
telesa v niektorom smere a pod. Preto je uzitoéné zaviest’ derivdciu funkcie v smere 'ubovolného
jednotkového vektora. Definujeme ju pomocou zlozenej funkcie jednej premenne;j.

Definicia 3.16 Nech f: M — R, M CR™, a€ M, €€ R™, |&] = 1.
Ak existuje derivdcia

SHa+12)0)

tak ju nazyvame derivdciou funkcie f v smere € v bode a a oznacujeme

of
55@)-

Skor ako prejdeme k vypoctu derivacie v smere, zavedieme pre diferencovatelnu funkciu f: M —
R, M C R™ vektorovia funkciu

of of

gradf : M — B", gradf(r) = (5,5

).

Porovnanim s definiciou derivécie skaldrnej a vektorovej funkcie v bode

a € M vidime, ze riadkovy vektor grad f(a) je jednoriadkovou maticou linedrneho zobrazenia f.(a) :
gradf(a) = [f«(a)]. Namiesto symbolu grad pouzivame aj symbol V a moézeme ho chépat aj ako
linedrny operdtor grad : C'(M) — [C(M)]™, kde C!(M) je priestor spojite diferencovarenych
skalarnych funkcii a [C(M)]™ je priestor spojitych vektorovych poli na mnozine M.
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Priklad 3.17 Nech f:R?® — R, f(z,y, 2) = /22 + 32 + 22. Potom podl'a Prikladu 3.15 je
x y z )
Va2 12 +22 222+ 22 a4yt 2

gradf(z,y,2) =

7P _
Wa T:(ZE,y,Z)?éO.

Vratme sa teraz k derivécii v smere. Pomoocou gradientu funkcie dostaneme jej nasledujtice vyja-
drenie.

Veta 3.18 Nech f : M — R, M C R"™ je spojite diferencovatelnd funkcia. Potom ezistuje de-
rivacia v smere lubovolného jednotkového vektora
€= (e1,...,em)’ v kazdom bode a € M a plati vztah

O ()= > o (w)es = gradf(a) - ¢

Dokaz. Bod a je vnutornym bodom mnoziny M. Potom existuje § > 0 a spojite diferencovatelnd
funkcia

p:(=6,6) = R, o(t) = fla+1€) = flar +ter, ..., am + tem), ¢(0) = f(a).

Podla definicie derivéicie v smere vektora € a retazového pravidla pre parcidlne derivacie zloZenej
funkcie existuje

L) =0 = 3 5 @e = gradf(a) &

i=1

¢im je dokaz vety skonceny.

Priklad 3.19 Ndjdime derivdciu funkcie f : R® — R, f(z,y,2) = Vo2 + y2 + 22 v smere vektora
€= (3,3, %)T v bode a = (1,1,1).

Riesenie:
Podla Prikladu 8.17

EOLY =iy L) G ) =G+ 5 =5 T %

Poznamka 3.20 Na zdklade Cauchyho-Schwarzovej nerovnosti |b- €| < |b||é] platnej prelubovoliné
vektory b, € € R™. dostaneme pre derivdciu diferencovatelnej funkcie f v smerelubovolného jed-
notkového vektora € odhad

O ()] < lgvad (@)
Predpokladajme, Ze gradf(a) #0. Ak zvolime € = %’ tak
of

(@) = lgrad ().

Tento vysledok znamend, Ze zo vsetkijch smerov je derivdcia a teda af kladnd zmena funkcie v smere

- grad f(a) wacsia. N T . . . - gradf(a)
gradjla) . b _gradjia)
(& lgrad f(a)] v bode a najvacsia aopak: najvacsia zaporna Zmena je v Smere e lgradf(a)]

Pomocou gradientu funkcie f : R?> — R odvodime rovnicu dotykovej roviny k ploche o uréenej
rovnicou

o: f(z,y,2)=C.
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Nech K C o jelubovolnéa krivka leziaca v ploche o vyjadrend funkciou
g:[,B] =R —co<a<f< oo
Znamena to, ze

K =g([, 8]), f(g1(t),92(t),93(t)) =0, a <t < B.

Nech
a= (a1,a2,a3) € K, g(to) =a, a <ty < p.

Pouzitim retazového pravidla pri derivovani zlozenej funkcie fog dostaneme

L (@)gh(t0) + 2L (a)h(t0) + 2L (a)gh(t0) = aradf(a) - o/ (1) = 0

Teda vektor grad f(a) je kolmy nalubovolny vektor leziaci v dotykovej rovine 7 k ploche o. Rovnica
dotykovej roviny ma potom tvar

af
ox

o ><x—a1>+§§<a><y-a2>+§§<a><z_a3>:o.

Priklad 3.21 Odvodme rovnicu dotykovej roviny k elipsoidu

2 2 2
¢yt oz
94_6724—6—2:1, a>0,06>0,¢>0
v bode (x0, Yo, 20)-
Rovnica ma tvar 9 20 9
iy <0
?(m — x0) + bT( — o) + 072(2’ —20) =

a pretoze bod (xo, Yo, 2z0) sa nachddza na elipsoide, mozZeme ju vyjadrit’ aj v tvare

o Yoy ZOZ

3.6 Parcidlne derivacie vyssich radov

Budeme sa zaoberat’ skalarnymi funkciami f : M — R, M C R™. Ak existuje parcidlna derivicia
af - podl’a niektorej premennej z;, i = 1, ..., m, je prirodzenou otazka existencie parcialnej derivacie
tejto funkcie podl'a premennej z; v mektorom, pripadne vo vSetkych bodoch a € M. Dostavame
sa tak k parcidlnym deriviaciam vyssich radov, ktoré maju uplatnenie pri aproximacii a extrémoch
funkcii viac premennych ako aj pri matematickom modelovani v prirodnych a ekonomickych vedéch.

Definicia 3.22 Nech existuje parcidlna derwacza a—f M — R, i € {1,...,m} funkcie f: M —
R, M C R™. Ak existuje parcidlna derivdcia d 8:5 ( ), nazgvame ju parcidlnou derivdciou druhého
radu funkcie f podla z;, x;

(v tomto poradi) v bode a a oznacujeme %( ), alebo skrdtene f,g-) (a).

Ak existuje 62281; (a) v kazdom bode a € M, tak funkciu aw aw : M — R nazgvame parcidlnou

derivdciou druhého mdu funkcie f podla x;, x;.

Ak i = j, tak piseme afjgm - %'

Hodnota parcialnej derivacie druhého radu podla réznych premennych z;, x; v bode a zavisi od
poradia derivovania. Podl'a nasledujucej vety, ktoru uvedieme bez dokazu, v pripade spojitej druhe;j

. 7 . 2 A~ . . . . ~
derivacie % mozeme poradie derivovania zamienat.
? J
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Veta 3.23 Necha e M C R™, f: M — R. Ak existuji parcidlne derivdcie %, 85261; v niektorom
i 10U j
9% f

okoli Os(a) bodu a a parcidlna derivdcia druhého rddu 5 —— je spojitd v bode a, tak existuje aj
J

g 2 ,
parcidlna derivdcia m(a) a plati

82 f 82 f

8$i8$j “= 8.%‘]81‘2 @

Prirodzenym sp6sobom je mozné zaviest’ aj parcidlne derivécie tretich a vygsich parcidlnych
Ii__ g ()
- ’7;1,...,ij :

derivacii. Oznacenie: s, 0w

Je zrejmé, ze v pripade, Zej v8etky parcidlne derivacie su spojité, mozeme poradie derivovania
zamiefiat’. Symbolom C¥(M) oznaéfme mnozinu vietkych k-krat spojite diferencovatelnych funkeif
f:M — R M CR™t.j. funkcii so vSetkymi spojitymi parcidlnymi deriviaciami do radu &k v
kazdom bode mnoziny M.

Pripomenime si, Ze pre funkciu f € C'(M) definujeme diferencisl funkcie f v bode a € M
vyrazom Df(a,x) = > .i*, g—i(a)xi = gradf(a) -z, = € R™. Pomocou parcidlnych derivéacii
vy$§Sich radov definujeme vysSie diferencidly.

Definicia 3.24 Nech f € C¥(M), a € M. Potom vyraz

D’ f(a,z) = Z f,g)lj (a)ziy...wi;, v € R™

i1 ey
je j-ty diferencidl funkcie f v bode a.
Symbolicky mgzeme vyjadrit’ j-ty diferenciél v tvare

: d o\
D’ f(a,z) = <x18x1 + ... +$n8:17> f(a).

Priklad 3.25 Uréme druhy diferencidl v bode a = (1,1) funkcie
f:M =R, f(z,y) =In(z+2y), M ={(z,y) €R?: x+2y >0}

Riesenie:
Parcidlne derivdcie na mnozine M siu dané vzorcamsi

of 1 af 2

or  x+2y Oy x+2y
0% f 1 0% f 0% f 2 0% f 4

022 (x+2y)2 dxdy Oydxr  (z+2y)% 87y2:_(:c+2y)2'

Parcidglne derivdcie druhého rdadu maji v bode (1,1) hodnoty

0*f o*f o*f

1 2 0%f 4

(17 1) = _§

a druhy diferencidl md tvar

1 4 4
D3(f,a) = —=2%— -z —72, z, € R2
(f,a)=—g2" = gay = gv° (2,9)
Pomocou vyssich diferencidlov vyjadrime Taylorov polyném funkcie viac premennych a odvodime
Taylorov vzorec vyjadrujuci aproximéciu funkcie polynémom k-teho stupna. Jedna sa o zovseo-

becnenie znamych vysledkov pre funkciu jednej premenne;j.
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Definicia 3.26 Nech f € C*(M), a € M, . Potom vjraz
k
Ti(a,z) = f(a) + Z jllef(a, x), © € R™
j=1
sa nazyva Taylorov polynom k-teho stupria funkcie f v bode a.
Veta 3.27 (Taylorova). Nech f € CFT1 (M), a € M. Potom
fla+z) = Ti(a,x) + Ri(a,x)

pre vietky x, pre ktoré a +x € M, pricom

1
(k+1)!

Ry(a,x) = D*' f(a+ Vpx,x), U € (0,1).

Dokaz. Definujme funkciu jednej premennej
pi(a,f) >R, a<0, B>1, ¢t) = fla+tz).

Zrejme ¢(0) = f(a), o(1) = f(x). Aplikdciou Taylorovej vety pre funkciu jednej premennej
dostaneme vztah

p(0) | V()
5! (k+1)"

v =49, €(0,1).

Pouzitim retazového pravidla pre parcialnu derivéciu zloZenej funkcie dostaneme vztah
¢'(0) = Df(a,z)
a jeho viacnasobnym pouzitim
D0) = DI f(a,x), j=1,.. k; oD (@,) = DM fa + O, ),

¢im je dokaz vety skonceny.

4 Extrémy funkcii

Pomocou parcidlnych derivédcii budeme vysetrovat’ do lezitu kvalitativnu charakteristiku skaldrnych
funkcii viac premennych, ich maximéalnu a miniméalnu hodnotu v urc¢itom okoli bodov, ako aj na
danej mnozine.

4.1 Lokalne extrémy.

Pripominame, Ze sa zaoberame funkciami definovanymi na otvorenej mnozine M t.j. obsahujice;j
len vnuatorné body.

Definicia 4.1 Funkcia f : M — R, M C R™ nadobida v bode a € M lokdlne mazximum (mini-
mum,), ak existuje také okolie O(a) C M bodu a, Ze f(x) < f(a) (f(z) > f(a) ) pre vSetky body
z € O(a).

Ak f(x) < f(a) (f(z) > f(a) ) pre vietky body = € O(a), = # a, tak funkcia f nadobida v bode
a ostré lokdlne maximum (minimum).
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Lokélne maximum, alebo minimum funkcie nazyvame aj lokdlnym extrémom. Ako je zndme z tedrie
funkcii jednej premennej, ak diferencovatelna redlna funkcia f jednej premennej nadobuida lokdlny
extrém v bode a, tak f’(a) = 0. Pretoze parcidlne derivacie funkcie viac premennych si definované
ako derivécie funkcii jednej premennej definovanych na jednotlivych suradnych osiach, uvedend
nutnd podmienka existencie lokalneho extrému Sa lahko prenesie aj na funkcie viac premennych.

Veta 4.2 (Nutnd podmienka extrému)
Nech funkcia f: M — R, M C R™ md v bode a lokdlny extrém. Ak erxistuji parcidlne derivdcie
g—i(a), i1=1,...,m, tak
of
8:61'

(a)=0,i=1,...,m,

Dékaz. Definujme pre pevné i € {1,...,m} a dostatoéne malé ¢ > 0 funkciu
Qi - (—5, (5) — R, goi(t) = f(al, ey Qi—1, G5 FE,a5-1, ..ny am).

Podl’a definicie parcidlnej derivacie v bode a je

L a) = ¢4(0).

Pretoze funkcia f nadobida v bode a lokalny extrém, nadobiida lokalny extrém aj funkcia ¢; v
bode 0, pre ktori ¢;(0) = f(a) a p; = fj, - zizenie funkcie f na mnozinu

Mi={z€M: z=a+1t&, t € (=46,8)},

kde €; jednotkovy vektor s jednotkovou i-tou stiradnicou. Potom ¢}(0) = 0 a teda aj %(G) =
0, i=1,...,m, ¢im je dokaz vety skonceny.

Definicia 4.3 Bod a € M sa nazyva staciondrny bod funkcie f : M — R, ak v fiom ezistuji vietky
parcidlne derivdcie funkcie f a si rovné nule t.j. gradf(a) = 0.

Ak ma funkcia f v bode a lokdlny extrém, tak aj derivicia v smere g—é = 0 v pripade I'ubovolného
jednotkového vektora €. Pri hl'adani bodov lokdlnych extrémov funkcie vychddzame z jej sta-
cionarnych bodov a zistujeme splnenie d’alsich uz postac¢ujicich podmienok pre lokalne maximum,
alebo minimum. Pouzivame pritom druhy diferencidl a teda parcidlne derivacie druhého radu.
Rozhodujicu tdlohu hra znamienko druhého diferencialu, ktory je kvadratickou formou v priestore
R™,

Pripomenime si, ze kvadratickou formou v priestore R” nazyvame funkciu ¢ : R™ — R tvaru

m
(p(l‘) = Z Qi LT, Q4f S R, Qij = Qjj, i,j < {1,...,m}.
i,j=1

Definicia 4.4 Kwvadratickd forma ¢ : R™ — R sa nazyjva

a) kladne definitnd, ak ¢(z) > 0 pre vietky x € R™, x # 0,

b) zdporne definitnd, ak o(x) <0 pre vsetky x € R™, x # 0,

c)kladne semidefinitnd, ak p(x) > 0 pre vsetky v € R™,

d)zdporne semidefinitnd, ak p(x) < 0 pre vietky x € R™,

e) indefinitnd, ak existuji body y, z € R™, pre ktoré o(y) <0, ¢(z) > 0.

Nasledujica veta z linearnej algebry prinasa kritérium rozpoznévania charakteru kvadratickej formy.
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Veta 4.5 (Sylvestrovo kritérium)
Nech ¢ je kvadratickd forma definovand predpisom

m
p(x) = Z Qi Ty, ai = ag, i,j € {1,...,m}.

i,j=1
Oznacéme A\ determinanty
ail, a1, ..., a1k
AVEES 921, 422 -5 G2k , k=1,...,m.
agl, a2, ..., Ak

Potom plati: Forma ¢ je kladne definitnd prdve vtedy, ked Ny, > 0, k= 1,...,m; zdporne definitnd,
prdve vtedy ked (—1)FAp >0, k= 1,...,m. Ak A, # 0 a kvadratickd forma ¢ nie je definitnd,
tak je indefinitnd.

Pomocou definitnosti kvadratickej formy vyslovime postac¢ujicu podmienku existencie lokdlnych
extrémov.

Veta 4.6 Nech funkcia f: M — R, M C R™ je dvakrdt spojite diferencovatelnd v bode a € M a
nech gradf(a) = 0. Ak je kvadratickd forma x — D?f(a,z) kladne definitnd, tak funkcia f md v
bode a ostré lokdlne minimum; ak je zdporne definitnd, md f v bode a ostré lokdlne maximum; ak
je indefinitnd, funkcia f nemd v bode a lokdlny extrém.

Doékaz. Na zaklade Taylorovej vety vyjadrime funkciu f v okoli bodu a v tvare
1
fla+z)= f(a) + 5D2f(a + Pz, 2), 0< 9y < 1.

Ak je kvadratickd forma x — D?f(a,x) kladne definitnd, tak na zaklade spojitosti vsetkych
parcidlnych derivécii druhého radu, dostaneme nerovnost’

D?f(a+VY,2,2) >0, 2 € Os(0)
pre niektoré dostatoéne malé ¢islo § > 0., z ktorej vyplva nerovnost’
fla+z) > f(a) Vo € O5(0)

a teda v bode a nastava ostré lokdlne minimum.
Podobne dokazeme aj postac¢ujicu podmienku ostrého lokdlneho maxima ako aj podmienku
neexistencie lokalneho extrému.

Priamou aplikdciou Sylvestrovho kritéria na zistenie definitnosti kvadratickej formy
r — D?f(a,x) dostaneme postacujiicu podmienku lokélnych extrémov vyjadreni pomocou par-
cidlnych derivacii druhého radu.

Veta 4.7 Nech funkcia f: M — R, M C R™ je dvakrdt spojite diferencovatend v bode a € M a
nech gradf(a) =0. Oznaéme Dy(a) determinanty

g (a), % (@), -\ % (a)
Dk(a) — 121 (a)v f722 ((I), sy fagk (CL) , k= 1’”"m.
£33 ), £ (a), . £, (a)



Potom plati:
a) Ak Di(a) >0, k=1,...,m; tak funkcia f md v bode a ostré lokdlne minimum.
b) Ak (=1)*Dy(a) >0, k= 1,....,m; tak funkcia f md v bode a ostré lokdlne mazimum.
¢) Ak Dy,(a) # 0 a neplatia pripady a), b), tak funkcia f nemd v bode a lokdlny extrém.

Pri hl'adani lokdlnych extrémov funkcie viac premennych postupujeme podla predchadzajicej vety.
a) Ndjdeme najprv vsetky staciondrne body aq, ..., a, funkcie spfﬁajﬁce nutnd podmienku existencie
lokalneho extrému.

b) Vypocitame hodnoty vsetkych parcidlnych derivacii druhého rddu v staciondrnych bodoch.

c¢) Vypocitame hodnoty determinantov Dy(a;), k=1,...,m,j=1,...,r.

d) Uréime charakter lokdlnych extrémov podla znamienok determinantov Dg(a;), k = 1,...,m,
jg=1,...,7r

Priklad 4.8 Ndjdime lokdlne extrémy funkcie f danej predpisom
flxy) = 2® + ¢ + oy —2?, (z,y) € R?.

Riesenie:

a) Staciondrne body si riesenim algebraického systému rovnic
0
—f:3x2—2x+y:0
ox
of
— =x+2y=0.
dy Y

Systém md dve riesenia - staciondrne body a = (0,0), b= (2, —3).

b) Parcidlne derivdcie druhého radu funkcie f si
0% f

o0x?

2 2 2
= 6x — 2, 8fz&f:l,af:Z
0x0y  Oydx 0y?

¢) Lokdlne extrémy urcime podla hodnét determinantov v staciondrnych bodoch:

2
Di(a) = gx{(o,m — 2,
0? 0? 0?
Da(a) = 550,005 £0.0) = [77 0,0 = -5

V bode a = (0,0) nenastdva extrém, pretoze oba determinanty si zdporné.

P?f 5 5
’f5 5 0% 5 5 0’f 5 5.,
Dz(b)—@(ga—ﬁ)fyg(ga—ﬁ)—[axay(@—ﬁ)} =9

V bode b = (%, —%) nastdva ostré lokdlne minimum, pretoZe oba determinanty siu kladné.

Poznamka 4.9 V predchddzajicom priklade mali parcidlne derivdcie druhého rdadu v bode (0,0)
opacéné znamienko. V tomto pripade hovorime, Ze funkcia f md v staciondrnom bode a = (0,0)
sedlovy bod, charakterizovany tym, Ze funkcia f zuZend na os Oy v fiom dosahuje maximum a na
0s Oy minimum.

Priklad 4.10 Ndjdime lokdlne extrémy funkcie f danej predpisom
fla,y,2) = 2% +y? + 22 + 122y + 22, (2,y,2) € R
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Riesenie:
a) Staciondrne body si riesenim algebraického systému rovnic

of

=322 +12y =0
97 xz° + 12y
15)
—f:12x+2y:0,
dy

0f0z=2:+2=0

Systém md dve rieSenia — staciondrne body a = (0,0,1), b = (24, —144, —1).
b) Parcidlne derivdcie druhého radu funkcie f si

0% f 0% f 0% f
—= = 6x, = —= =2,
Ox? 0y? 072
0% f _19 0% f B 0% f B
oxdy  0xdz Oydz

¢) Lokalne extrémy urcime podla hodnét determinantov v staciondrnych bodoch:

2
Di(a) =9 50,01 =0,
82 62 82
Ds(a) = o J;(o 0, 1)8 J;(o 0,1) — [8w5y(o,o, D) =144

D3(a) = 2D2( ) = —288

V bode a = (0,0, 1) nenastava extrém, pretoze determinanty Do(a), Ds(a) st zdporné.

o2f
Di(b) = 5-5(24, ~144, 1) = 144 > 0,
2 2 2
o°f o°f o°f 2 2 _
Dy(b) = 5-5(24, 144, 1)8 ~(24, ~144, 1) axay(24’ 144, —1)| =144-2 122 = 144 > 0,

D3(b) =2 Dy(b) = 288 > 0.

V bode b = (%, —%) nastdva lokdlne minimum, pretoZe vsetky determinanty su kladné.

4.2 Globalne extrémy

Budeme sa zaoberat’ podmienkami existencie a metddou hl'adania maxima a minima funkcie
f:M — R, M C R™ na celej mnozine M.

Definicia 4.11 Funkcia f : M — R, M C R™ nadobida v bode a € M maximum (minimum), ak
flz) < f(a) (f(x) > f(a)) pre vsetky body x € M.

Ako je zname, spojitd redlna funkcia jednej premennej nadobida na kazdom uzavretom intervale
maximum aj minimum. V pripade funkcie viac premennych plati analogické tvrdenie v pripade
ohrani¢enych uzavretych mnozin.

Definicia 4.12 Mnozina M C R™ je

a) ohranicend, ak existuje také K >0, Ze |x| < K pre vsetky x € M,
b) uzavretd, ak obsahuje vsetky svoje hromadné body.

¢) Mnozina M C R™ je kompakind, ak je ohranicend a uzavretd.

18



Uzavretost’ mnoziny M znamend, ze mnozina M obsahuje limity vSetkych konvergentnych postup-
nosti {z,} C M. Lahko sa d4 dokdzat’ nasledujici vzt'ah medzi otvorenou a uzavretou mnozinou.

Tvrdenie 4.13 Mnozina M C R™ je uzavretd prave vtedy, ked je mnozina R™ \ M otvorend.

Definicia 4.14 Mnozina OM je hranicou mnoZiny M, ok kaZdy jej bod je hromadnym bodom
mnozin M aj R™\ M. Mnozina M = M UOM sa nazjva uzdver mnoziny M.

Poznamka 4.15 Mnozina M je najmensia uzavretd mnoZina obsahujica mnoZinu M.

Veta 4.16 Spojitd funkcia f : M — R nadobida na kompaktne; mnozine M C R™ maximum a
MINIMUM.

Dékaz. Ukazeme najprv, ze funkcia je ohrani¢end. Nech nie je napriklad zhora ohrani¢ena. Potom
existuje postupnost’ {z,} C M, pre ktori

lim,, 0 f(2,) = co. Postupnost’ {z,,} je ohrani¢nd a potom obsahuje konvergentni podpostupnost’
{zk, }, pre ktord lim, ..z, = x € M, pretoze mnozina M je uzavretd. Na zdklade spojitosti
funkcie f a podla Vety 2.10 je lim,, o f(2k,) = f(x). Potom aj pévodna postupnost’ {f(x,)} ma
limitu f(z) < co a teda funkcia f je zhora ohrani¢ena. Rovnakym sposobom by sme dokazali, ze
funkcia f je aj zdola ohranicena.

Ozna¢me

s=inf{f(x): =€ M}, S=sup{f(z): =€ M}.

Na zéklade definicie infima a suprema existuji postupnosti {a,} C M, {b,} C M, pre ktoré

lim f(an) = s, nh—{go f(bn) = S.

n—oo

Opét’ z kompaktnosti mnoziny M a spojitosti funkcie f dostaneme podpostupnosti {ay, }, {b, },
pre ktoré

lim ay, =a € M, nhigof(ak") = f(a) =min{f(z): v € M},

lim by, =be M, lim f(bg,) = f(b) = max{f(z): = € M}.

Predchadzajica veta ako aj nutné podmienky existencie lokalnych extrémov umoznuju nasledujici
postup pri hl'adani globalnych extrémov spojite diferencovatelnej funkcie f: M — R, na kom-
paktnej mnozine M = M°UJM C R™, kde M° je vnutro a OM hranica mnoziny M :

a) Néjdeme vsetky staciondrne body funkcie f na mnozine M? a jej hodnoty v nich,

b) Néjdeme hodnoty maxima a minima funkcie f na hranici M,

¢) Uréime maximum a minimum funkcie f na mnozine M ako najvicsiu resp. najmensiu hodnotu
z predchadzajiucich hodnot.

Priklad 4.17 Ndjdime globdlne extrémy funkcie danej predpisom f(z,y) = x? + y* — 6z + 6y na
mnozine M = {(z,y) : =%+ y? < 25}.

Riesenie:
Staciondrne body funkcie f spliaji systém rovnic
of of
—=2r—-6=0, =—=2y+6=0.
Ox o T Oy y+

Jeho riesenim je bod a = (3, —3), ktory sa nachddza v mnozine

M° = {(z,y): 2> +y* <25}
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a funkcia f v riom nadobida hodnotu f(3,—3) = —18.
Hranicou mnozZiny M je kruznica, ktori mézZeme vyjadrit’ v tvare

OM = {(x,y): = =>5cost, bsint, t € R}.

Dosadenim do vyjadrenia funkcie f dostaneme tlohu hlladania staciondrnych bodov funkcie jednej
premennej

g:R =R, g(t) =cos’t+sin’t —6cost + 6sint = 1 — 6cost + 6sint.
Staciondrne body st riesenim rovnice
6sint + 6cost = 0,

ktorej riesenim siu body ty = —7% + km, k € Z, ktorgm odpovedaji body
b= (i —i), c= (- i, 72) Funkcia f v nich nadobida hodnoty

PR =) =1-6v2, f(—%, ) =1+6V2
Pomvnamm hodnét f(a), f(b), f(c) dostdvame

max{f(z):x € M} = f(c) = 1 +6V2, min{f(z) : 2 € M} = f(a) = —18.
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