Priklady z Matematiky 2

1 Prvy tyzden

V cviceniach 1 - 19 vypocitajte integraly priamym integrovanim (pomocou in-
tegralov elementdarnych funkcis):

1.

2.

10.

11.

12.

13.
14.
15.
16.
17.

18.

19.

32° +2x —4)dx. |32*+2°—4x+C
3 Z 4 2

[ (3%~ ba) do. [~ da 4 C]
f(\/ﬂ?—%) dx. [%x%—Qm%—I—C}

f 7Wdz. [ln |x] — ﬁ + C’}

fw(%%\/g?/@dm' [_% W2 4 12 1\2/ﬁ+0}

f‘”fldax [fx3+%x2+x+C]
J e*a*da. [e“ —I—C’]

1+Ina

J (5cosm— 225 + 14-%) dr. [5sinz — 2% + 3arctgz + C]

J (10_9” + iiﬁ) dz. [ 150 ~ 4+ +arctgz + C’}

J (2sinz — 3cosz)dz. [—2cosz — 3sinz + C]

J ﬁdm. [% arcsin x + C]

S d2 2l _2 L da. {393 - 2**1(1i13—1n2) + C]

J Herda. [ytga+ 32+ C]

J %dm [— cotgz —tga + C\]
Jtg2xdz. [tgz —x+ C]
[ cotg? zdx. [—cotgz —z + C]

fd712 [tgx + C]

cos 2x+sin® x

2
J %dw. [-1 +arctgz + C]

/ (1112)2 dz. [In|z|+ 2arctgx + C]



2 Druhy tyzden
Vypocitajte integraly

Metdéda: integrovanie raciondlnych funkcii.

_ 22419 _ 3 _ _5
L[ zf_ﬁ;"lgdx P16 = 13 T3
) z—2
Vysledok: In {22 + C
Metoda: integrovanie raciondlnych funkcii.
9 2 g 2 _ 1 1 _ T 1 _1_1
. fr:z_l xz (Bz+1)(3z—1) ~ 3z—1 5:5+1 3z—1  Bati
Vysledok: 3 Ln (33 — 7) ln (m + ) +C
Metéda: integrovanie racionédlnych funkcii.
5z2—Tx4+10 _ 2 4 _Bz=2 _
1371274%937% - x—3 z2+§mig _2 4
522 —Tx+10 — _2 3_ 4T — _2 32Tra—s—3
3. f :c3z x2 m4$ de =73t 2z2+2:£3-2 - T:a 2 m2+2m+23 -
o 2 §2z+2 2—3 o 7+ 2x+2 5
-3 224+2z+2 ~ x—3 | 2224+22+2 (m+1)2+1
Vysledok 21n|;1c—3\ +31n (22 + 2z +2) — Harctg (z + 1) + C
i Metoda: integrovanie racionalnych funkcii. i
4z’ 4x—13 _ 4z’ 4x—13 2 3 _
2x3+12z24+11x+5 — (x+5)(2:c2+2:c+1) z+5 2x242x+1
) -2 _3_1 .2 3 1 _ 2 _3 1 _
4 [ oitigysde. | "TP 0 2efreds Coeds 2(er)Tey e ds g Cd)
o )
T z45 (2z+1)2+1
i Vysledok: 2In |z + 5| — 3arctg (22 + 1) + C |
Metdéda: integrovanie racionédlnych funkcii.
2241 241 _ _ 2w42 1
5. [ 2hsdr. P25 = 245 T @r)
7 . +
Vysledok: In —3 arctg 2= + C
Metdéda: integrovanie racionédlnych funkcii.
T—x == _ 1 42—z
6. [ srymarsde Famags = it s
o . T
Vysledok: In === + 5 arctg (*5*) + C.
Metéda: integrovanie racionédlnych funkecii.
1 _ 1 -1 41 (g 1 )
7. f 3+1 dx z3+1 (z+1)(z2—z+1) 3(z+1) z?2—z+1 37T
Vysledok: |z + 1| — tIn(z? —z+1) + ‘Bf arctg 5 ( -1)+C.
Metéda: integrovanie raciondlnych funkecii.
54zt 723482 — Stat— 7254823 2 1 1
8. [ % +£3+Z"§_Eim 2da. “ +§3+mg—+ezz =z =1+ 5.+ 55
, . 1
Vysledok: % — 2+ 5Infz(z —2)[+C
Navod: z* +4 = o* + 42? + 4 — 42% = (2% + 2)% — (22)%
0. [ 2e°=2+dz—d g Metdédazintegrovanie raciondlej funkcie.
f T pipg o ax. 2% 242 440—4 _  a—1 z—1
T x2-2z42 2x+x242

pEE
Vysledok:1 In [ (22 Tor g 2) (22 + 2z +2)] — 2arctg (z + 1) + C



Metéda: integrovanie racionédlnych funkcii.

Vysledok: — 522 —— — L arctg 22t 4 C

2 —
et 2(Az2+dz+17) 16 1

3 Treti tyzden
Vypocitajte integraly:

Metéda: per partes

2

1. [zarctgzdz. | f(r)=arctgz, f'(z) = 1Jr%,g'(a:) =x,9(x) =%
Vysledok :‘”—; arctgx + % arctgx — %aj +C

Metéda: per partes
. [xe*Tdx. f(@) =z, f'(z)=1,¢'(z) = e**sinz, g(z) = e**
Vysledok : %xeZQE — %621

[\

Metéda: per partes
e?sinadzr. | f(z) =%, f'(z) = 2¢**,¢'(x) = sinz, g(z) = —cosx
Vysledok : & (1+2e™) +C

o
Ol

Metéda: per partes

. fInzde. | flz) =z, f'(z)=21¢(x)=19=) =2
Vysledok : zlnx — 2+ C

e~

Metéda: per partes
5. fl\/gwarctgxdz. f(z) = arctgz, f'(z) = 1Jrﬁ,g'(cc) =uxz,9(x) = %2
Vysledok : % — % (\/3 — 1)

Metéda: per partes
. Jarccotgzdx. | f(x) = arccotgz, f'(2) = — 32,9 (z) = 1,9(z) =z
Vysledok : warccotgz + 3 In (22 +1) +C

[=p}

Metéda: per partes (2x)
[In’zdz. | f(z) =’z f'(z) =2z L ¢(2x)=1g(z) =2
Vysledok : zln?2 — 2zlnz + 22+ C

=

Metéda: per partes

S SEsdr. | f@) =2, f (@) = 1g'(2) = heo ) = tga
Vysledok : ztgx + In|cosz| + C

o g

Metdda: per partes
sz, | f(a) = arcsin, f'(z) = 7, 0'(2) = (1+2)°

Nl

9(x) =2v1+a
Vysledok : Z1/1+ %2 +44/1— %2 —4

©
-

4



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Metéda: per partes + substiticia
[arccoszdz. | f(x) =arccosz, f'(z) = *ﬁvg/(x) =1,9(z) =
Vysledok : xarccosz — 1 —x2+C

Metéda: substituénd + integrovanie racionalnych funkcif

[ St da. t =sinx,dt = cosxdx
sin® x sin V ssledok : 1 11’1 l—sinz
y sin 46

Metéda: substituénd + integrovanie racionalnych funkcif

COS I dz. t=sinz,dt =cosazdr,t =0— t=0,z =2 —-t=1

sin? z+sinx—6 1 3 2
Vysledok : zIn %

SESES

™

Metoda: substituénd -+ integrovanie raciondlnych funkcii
o mem& t:cosm7dt:—sinxda:,:t20—>le,x:g—wfzo
Vysledok : In 3

o Metdéda: substituénd + integrovanie raciondlnych funkcif
[ e da t=e® dt = e¥dx
Vysledok : 3 1In (2 + 1) — arctg (¢*) + C

Metdéda: substituénd + integrovanie raciondlnych funkcii
[ e —da. t =cosz,dt = —sinfdx
Vysledok :arctg (€22+H) 4+ C

sinx sinx
f smxdx - f sin? @dx - 170052:rdx

L Metéda: substituénd + integrovanie raciondlnych funkcif
| szd. t =cosz,dt = —sinzdz

Vysledok : 3 In | cose= 1‘+C

cosz+1

Stvrty tyzdei

Metéda: substituéna+integrovanie raciondlnych funkcif
[ 2 t=Inx,dt = %dw,
i .

dx
z(lnz—2)(In? z—21n z+2) . . |ln z—2|
sledok @ In ———=—+ — Inz—1
Vysledo n (rerin)? arctg (lnz — 1) + C

Metéda: substituénd + integrovanie racionalnych funkcif

1—t2
1+t2dt cost = 13-
Vysledok :In | E2 121 4 ¢

[ Ldz. t=tg3,z=2arctgt,dv =

cos T

Metéda: substitucénd
64 2v/x 1 1
I de. t= G/E,xztG,/dx=6t5dt,x33: 2 2% =13,
Vysledok: 121In 3

Metdéda: substituénd+ integrovanie raciondlnych funkcit
[ 2 da. t:\?’/x—l,x:t2+17dac:2tdt.
Vysledok: 2(z—1)2 —z+1+4yz—1—-4ln(1+z—-1)+C
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o

®©

10.

11.

.

V2?1 4z 1 3 de.
JVa? t 4z +3dx Vysledok f%(a:f\/x2+4x+3) -3 (z- \/a:2+4x+3)+
\/WH)

= e

% 3+cosx

J

1

sinx—cos «

dz.

Metéda: substituéna+ integrovanie raciondlnych funkcif

— 1—zx — —
= m,x— 1+t2,d.’1} _(1+t2)2dt
Vysledok: In 7”tx +2arctg /7= +C
=

Metéda: Eulerova substiticia

2 +4r+3=x—t,x = 2t(t-7-§)7d _ 212 +8t+6dt

4(t+2)2

+= ln|x—\/m2+4x+ —|—2|—|—

Metéda: Eulerova substiticia

(2t+1)2

(\/’1'2 ’I'+ 2T+1) + ¢
Metéda: univerzélna trigonometrickd substiticia+
+integrovanie racionalnej funkcie.
2
t=tg 3,z =2arctgt, dz = 1_Hgdt cost = ’—2.
r=%5— 1= r=52 — t=1,

3 \/gv 2
Vysledok:ﬁ T — arctg — G

Metdda: univerzélna trigonometrickd substiticia+
+integrovanie raciondlnej funkcie.

t—th,x—2arctgt dx— 1+t2dt
cost—1+t2,blnt 1\#2
. 1 tg §+1
Vysledok : fln e ETivE +C

Metéda: univerzélna trigonometrickd substiticia+
—l—integrovanie racionalnej funkcie.

1—sin —
f 1+Eos§d$ tl=tg3 m—2arctgt dx _2t1+t2dt
cost = W,smt =1z
Vysledok : tg § —In (tg2 5+ 1) +C
Metdéda: univerzélna trigonometrickd substiticia+
+integrovanie racionalnej funkcie.
1 t—th,:c72arctgt da:fH_tzdt
0 3—2sin x+coszdm' 2t
cost = W’Smt = T
t=0—- t=0z=% — t=1,

3
Vysledok : 7

vV 71‘+1*x+t$*éff1,dl’:Mdt
Vysledok: 21n|x—\/x2—:c+ | —2In|2va® —z+1-2z+ 1|+

s +C




Metoéda:trigonometrickd substitiicia+integrovanie raciondlnej funkcie.

— — _ _1
9. f Liig?e o t=tgx,x = arctgt,dr = 3 di,
(Ittga)’ ng—w:lx—g—mﬁ:\/ﬁ.

Vysledok :2= ‘f

Metdda: substituénd + integrovanie raciondlnych funkcii

13. f1n5 e er =T g t=e"—1,dt=e"de,x=0— t=0,x=Ind—>t=4

er+3 s=Vtt=s>dt =2sds,t =0 —s5=0t=4—5=2
Vysledok : 4 — 7

14, [ € 410 Metoda: substituéna+integrovanie racionalnych funkcii
2oyl Vysledok : 2z — In (€2 — 2¢® + 5) + 3 arctg (3e* — 1) + C

Metéda: substitiicia 4+ per partes

2 \/5 =
15 JafeV™dr. | o edok - {2 (vz)® — 1022 + 40 (v/2)* — 1202 + 2407 — 240} Ve 4 O

5 Piaty tyzden

Vo vysledkoch vsetkych prikladov nie je na¢rtnuty graf periodického normalizo-
vaného pokrac¢ovania, f: R — R, ku ktorému konverguje Fourierov rad, ale
pre lepsie pochopenie len stiéet koneéného pocétu élenov Fourierovho radu.
Graf funkcie f musi kazdy student naértnit’ samostatne.

1. Vypocitajte Fourierov rad funkcie f : R — R, f (z) = |z| pre interval
(—1,1) a nacrtnite graf funkcie, ku ktorej rad konverguje.



[ a, = %f;“ [ (z) cos 2L dy = %f_ll |z| cos 2L dx, n = 0,1,2,... ]
b, = % ;Hf(x) sin Q”%d:c = %fil || sin 2”%([:5, n=12,...
ag = 1,

2 n ;4771:2k+17k:0a1727"'
an =2 (52)" (1) —1)2{ = 2k =1,2, ..

o bn:07n21,2,...
f(m):%—}—Z;iOmcos(Qk—l—l)ﬂx

y

087

067

047

027

f t t i
-5 -25 0 25 5

Graf sicétu prvych dvadsiatich ¢lenov F.R.

2. Vypocitajte Fourierov rad funkcie

cos T 1
Itk
‘R s R — |cos x|’ :1:7& 2

pre interval (—1,1) a nacrtnite graf funkcie, ku ktorej rad konverguje.




[ a, = %J:Hf(x) cos 2L g = %f_llf(:c) cos 2y, n =0,1,2,... |
CL():O,
an = % (fof cosnrxdr — fll oS mrxdx) = % (Sin %) -
2
4 k
_ ) smn (CDT n=2k+1,k=0,1,2,...
0,n=2kk=1,2,...
b7L:O,n:1,2,...
f o0 4 k
f(z)= Zk:om (=1)"cos (2k + 1) mx
y
0s
0
5 25 0 25 5
051
at

3. Vypocitajte Fourierov rad funkcie f : R — R, f(z) = x pre interval
(—m,7) a nacrtnite graf funkcie, ku ktorej rad konverguje.



- !
Ay = %fa(H_ f(z)cos 2 dy = = [T zcos 2Edx, n=0,1,2,...

2w
+1 . .
b, = fa (x)sm%%dx:%fjﬁxsmgnmdz,,n:1,2,...

a 27

ap,=0,n=0,1,2,...
by == [T zsinnzde = 2 (-1)"" n=1,2,...

o7 4
2(—1)" .
fla) =30 250 sinna
Y a5t
1.25T
; t 0 t 1
5 2.5 (1] 2.5 5
x
-1.25T

Graf suctu prvych dvoch ¢clenov F.R.
4 |
Graf sictu prvych piatich ¢lenov F.R.
ﬁ/\ |
Graf sic¢tu prvych desiatich ¢lenov F.R.

y
25T
1.257
i + o
5 2.

Graf sictu prvych dvadsiatich ¢lenov F.R.

~In




4. Vypocitajte Fourierov rad funkcie f : R — R, f (z) =

m+|x| pre interval

(—m,7) a nacrtnite graf funkcie, ku ktorej rad konverguje
_ 2 a+l 2nmx _ 2 s 2nmx _ T
f +f cos L dy = o [ " wcos 25T dx, n =0,1,2,...
_ 2 a 2nmx _ 2 ™ s 2nmx —
2 [0 f(x)sin 222 de = & [P wsin 2T28dx, n=1,2,...

_r
a0_§7
1 (=D"=1
an—; 2 ,TL—1,2,

_ )n+1

fl@)y=2+3>, (% (_172:_1 cosnz + 1n sinnac)

5. Vypocitajte Fourierov rad funkcie f : R — R, f (z) = |z|—1 pre interval
(—1,1) a nacrtnite graf funkcie, ku ktorej rad konverguje.

_2fa+lf COSQ”%dngfl (Jo] — 1) cos 222 dz, n = 0,1,2,.
= 2fa+lf )sin 2072 dz = 2f (|| = 1) sin 252 d, n = 1,2,.

ao—fl,
ap = 2(n2:272, n=1,2,
b,=0,n=1,2,...
f(x ):—7—1-271 12(732)”2 COSNTTT

10




6. Vypocitajte Fourierov rad funkcie

x, x € (—oo,1)
f:R— R, f(x)= 1, x € (1,2)
3—z, x€(2,00)

pre interval (0, 3) a nad¢rtnite graf funkcie, ku ktorej rad konverguje.

[ an = %faaH f () cos 2L dy = %fos f(x) cos 24 dx, n = 0,1,2, ...
b= 3 2 () sin2Eeda = 5 [ f () sin 252 da, n = 1,2, ..
ap = % (folsz:Jrffld:chf;(3—m)dz) = %

_ 2 1 2nmx 2 2nmx 3 _ 2nmx
an =3 (fo xcos 22 dx + [ 1cos 2y 4 [ (3 — x) cos 2 Edx

3cos 2nm42nmsin 2nw—3 —sin 2nmw4sin 2nw 6 cosZ nw—342n7 sin 2nw—3 cos 2nw

3 3 3 3 3 3 — =1.2
22 b} 22 =n Pt )
n2m nm 2 n2m

by, = 2 j;)l z sin 2L g + ff 1sin 242 dy + f; (3 —x)sin %%das)

N[ =

_ 1 —3sin %n‘n’+2nﬂ' cos Enm + — cos %nW+COS %n‘n’ + 1 —6 sin nmw cos nT+2nm cos %’I’Lﬂ'+3 sin %nw n—=1.2
- 2 n2ﬂ-2 nﬂ—l 22 4n2ﬂ-2 2 ' ) - b) b)
?(x)— 2"‘200 (W (SCosgwn—6—}—30054m))cos%+

3 n=1 + ﬁ (SSin %ﬂ'n+3sin gﬂ'n)) sin 2n7z

y 1T

7. Rozlozte funkciu f : R — R, f () =

a) kosinusového Fourierovho radu,

% % na intervale (0, 7) do

b) do sinusového Fourierovho radu a nacrtnite grafy funkcif ku ktorym
tieto rady konverguju.

11




@ =gz Jo (§-3)de=
On, = 2‘; foﬂ (% - %) cosnzdr = n%ﬂ (( 1)"Jrl + 1) ,n=1,2,
b, =0
fz) =300, ﬁ (( ™+ 1) CoSnT

%(37) =2 o1 % (1 -T- (—=1)") sinnw

}-2.5 }1.25 }2.5
X
-025T
-057
-0.75"
a, =0,n=0,1,2,...
b, = ,eroﬂ( - %)Sinnxdm: (14 (-1)"),n=1,2,...

y

0.757T

057

0.257

8. Rozlozte funkciu
f:R—)R,f(a:):{
na intervale (0, 7) do

a) kosinusového Fourierovho radu,

12




b) do sinusového Fourierovho radu a nacrtnite grafy funkcii ku ktorym
tieto rady konverguju.

n=0,n=0,1,2,.
(fo :z:blnwﬂsdar—i-f7r z sinnxdz)
DR 2 sinnf, n=1,2,.

(-1
( )= Z ( (- )n+1+#smn§) sin nx

y

/“WH .

05T

by = o=

_1
n

057

13
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6 Siesty tyzden

z?
a2

Kvadratické plochy:
Elipsoid

z2
a2

Elipticka valcova plocha

14



Elipticky paraboloid £ +

2
b2

—io,(

15



Parabolicka valcova plocha z = as?, (2 = 12?)

7775
XX
00,

16




v
1

b

2
=1

x
a?

Hyperbolickd valcovéd plocha % —

,5% 2?

ézé W i
-
/ZZZ W \\\\\\\\\

772X NNANNNNANNNANNNNNN

Z \\\\\ ///////ﬁ//////

ZE// I

2
y: 22
b2 c2

+

z?
(12

Jednodielny hyperboloi
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Néjdite definiény obor danych funkcif (aj na¢rtnite):

L. f(z,y) =+/2?>+y>—r? kder > 0jeredlnecislo. [D(f) = {(z,y) € R? 2% +y? >r?}]
2. g(z,y) = \/#Ty?’ kder > 0 jeredlne éislo. [D (g) = {(z,y) € R? 22 + y* < r?}]
3. f(z,y)=In(-z—y). [D(f)={(z,y) e R* 2 < —y}]

4. f

10.

11.

f(z,
flzy,z2)=In(1—2?—y*+2%). [D(f) = {(z,y,2) € R® 2% +¢* — 22 < 1}]
(z

f(z,y,2) =arccos (22 — 1) + /1 —y2 + \/y+1In (4 - 2?).

[D(f)={(w,y.2) ER}0<2<1,0<y<1, —2<2<2}]

@y = VI — 20— Ay, [D(f) = {(z.y) €R% (- 1)’ + (y+2)° <9}]

Vypocitajte limity:

: 3y>—3zy—6
i, y)—0.2) Y=7m 7 - [12

: 4- Va3l (1
L T

lim aty)?-9
(2,y)—(=2,1) Tzy+2942+6y"

_3]

im g,y (4,0) B2 [4]
=viay [4]

lim g, y)—(0,0) =%y

18



12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

. sin(z+y—2z—1
Hmg g2 1,1,1) TREEET (1]

lim, ) (2,3) 7@521;2125)2 . [Hod]

. 2131/ t e .
lim ;) (0,0) ot [neexistuje]

. 2 . .
lim, ) (0,0) % [neexistuje]

Dodefinujte funkciu f (z,y) = 3_\;’% tak, aby bola v bode (0, 0) spojit4.

Dodefinujte funkciu f (x,y) = ii:zz tak, aby bola v bode (2,2) spojité.
[f(2,2) = §]

Dodefinujte funkciu f (z,y) = % tak, aby bola v bode (0, 0) spojita.

[Funkcia sa nedd dodefinovat’ v bode (0,0) aby bola spojit4]
Dand je funkcia f : R? — R predpisom
E2+y2
f(@,y) = { Ve @9 700
2 (z,y) = (0,0)
Zistite, ¢i je v bode (0,0) spojitd. [Je spojitd]

Dand je funkcia f : A = {xeR?:y#0} — R, f(z,y) = w

Dodefinujte funkciu v bode (3,0) tak, aby bola v tomto bode spojita.
spojita. [f(3,0) = 18]

Dand je funkcia f : R? — R predpisom
€, y) = T2 1y? )

Zistite, ¢i je f spojitd. [Je spojitd vsade s vynimkou bodu (0,0)]

19



Siedmy tyzden

R L 0,0
. Zistite, ¢i je funkcia f : R? — R, f (7,y) = { Va2ty?+1-1 (2,9) 7 (0,0)
1 (z,y) = (0,0)

diferencovatelnd v bode (0,0).
[nie je]

. Zistite, ¢i je funkcia f : R? — R, f (z,y) = +/|wy| diferencovatelns v

bode (0,0).
[nie je]
2w—3y+z2 O 0 0
. Dand je funkcia f : R® — R, f (z,9,2) = Va2+y>+22 %.9,2) 7 (0,0,0) .Vypocitajte
0 (z,y,2) = (0,0,0)
(a) parcidlne derivdcie v bode (0,0,0),
(b) zistite, & je funkcia v bode (0, 0, 0) diferencovatelna. {g—i (0,0,0) = oo, 8y £(0,0,0) = —oo, az £ (0,0,0)

. Pomocou definicie vypocitajte parcidlne derivacie funkcie f (z,y) = (x2 + y) sin (z + y)
v bode a = (0, 7r).

[% 0,7) = —m, ay (0 ) = W}

. Pomocou definicie vypoéitajte parcidlne derivacie funkcie f (z,y) = 42 —
2y? + 3xy? + 5y v bode a = (1,2).

[% (1,2) =24, % (1,2) = 9}

. Pomocou definicie vypocitajte parcidlne derivacie funkcie f (x,y) = { (a: Ty )COOS (a:2+y ) Em’y # EE
z,Y) =
v bode a = (0, 0).
f)
[3£(0,0) =0, 2 (0,0) = 0]
225
5 0,0)
. Vvpoéitaite 8f(z y) a 9 f(z,y) ked’ z, _ T2 4y? ('Tay) 7é ( 5
YpO&itaj Dyow f(z,y) " (e g) = (0.0)
[aféz,u) 6953(_;?13;22)_24147 afg;,O) — 2, Og;a;y) —12m33i;21izg)33+16z4y7 625’;(3;0) _ neexistuje]

. Nech f: R2 — R, f(2,y) — { (2% +¢?) sin i (2,9) 75(0 0)
o 0 (e,y) =
2 2
Vypoéitajte aa{;(gf)a 382(37;0).

8%£(0,0) _ n O2£(0,0)
[ Oyox _O’ Oz 0y _0]
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10.

11.

Vypocitajte rovnicu dotykovej roviny a normaly ku grafu funkcie f (z,y) =
xy v bode T = (7,2,2).

[T:224+y—2—-2=0n:c=14+2t,y=2+1t,2z=2—1t]

Vypocitajte rovnicu dotykovej roviny a normaly ku grafu funkcie f (x,y) =
222 + 9% vbode T = (1,1,7).
[T:dr+2y—2—-3=0n:x=1+4t, y=1+2¢ 2=3—1]
Vypoéitajte maticu diferencidlu funkcie h = gof ak g (u,v) = (uv, %, 1)
af(z,y)=(lnz,cosy).

cosy _ :
Cols Y lr} x ( 1 0 ; 1ln zsiny
_ _Inz T _ nxsiny
= - ) . . = - 2
cosy cos® y 0 —siny T cosy cos® y
0 0 0 0

Osmy tyzden

. Vypocitajte parcidlne derivécie, gradient a diferencial funkcie f (x y) =

L1)=2L 9 (—1,1)= grad f (-1
2 hodea (<1,1). | 9 - 7 i,
Gaztay?)z v Podea= (=L1). { Df(-1,1) (h) = 343h1 343h2’ kde h

yp0c1ta3te a 8%% ed f(z,y) = 5 (@) =

Af(zy) _ 6z°+6zy>—4z* 3f(070) -9

ox - (.162-1— 2)2 ) ,
aaf"y(g;ry) S :%I;iig)jl(ix yu 88];({(;10) neexistuje
2 2\ o 1
+y?)sin 4 (z,9) # (0,0)
Nech f: R?> — R, f(2,y) = { C @2ty
! F () 0 (z,y) = (0,0)

L s, 0%f(0,00 8%f(0,0
Vypocitajte %, %y).

82f(0,0) 8%f(0,0)
[ Oyox 0 oxdy O]

s

Vypocitajte derivaciu funkcie f (z,y) = €Y cos(z +y) v bode a = (7,())

2
v smere vektora e = (%, @) .

[ (@) = fe (@) = —4 (1+V5)]
Nsjdite derivdciu funkcie f (z,y) = 32% — 6zy + y* v bode a = (-4, —1)
J

v smere l'ubovolného jednotkového vektora e. Zistite v akom smere je
derivécia

21

) ( 24 32

3437 343
(h’l ) h’Q)
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9 Deviaty tyzden

V nasledujucich prikladoch néjdite lokdlne extrémy funkcii

1. f(x,y) =223 —2y?+522+y% [f (0,0) = 0 relativne minimum, sedlové body (1,4), (1, —4), (—5 0)}
I

2. f(z,y) =e* (z+y*+2y).

x’
[f (% 1) = —§ relativne minimum]
3. f(z,y) =2®+y>+ 3wy + 2.
[f (—=1,—1) =3 relativne maximum, sedlovy bod (0, 0)]

4. f(z,y) =bey+ 2+ 5, 2>0,y>0.

[ f (%7 %) = 30 relativne minimum]

5. f(my)=2y+UT—-z—y) (£4+4).
[f (21,20) = 282 relativne maximum]|

x?
[f (%, %) = 28—7 relativne maximum , sedlové body (0,0), (0,2), (2,0)]
)= e~y (2y% +2%). [f(0,0) = 0 relativne minimum, f(0,1) = 2, f(0,—1) = 2 relativne me
)

= 22y? (3 — 4z + 6y).

% %) = 12470? relativne maximum,
v bodoch {(x, tx > 3} A { 0,y):y< } st lokdlne maximd, pre ktoré f(.,.) =0,
v bodoch {(z,0):z <3} A{(0,y):y > 1} st lokdlne minim4, pre ktoré f (.,.) = 0,

sedlové body ( O) a (O l) .

4 )2
9. f(x,y,2) =22 +y? + 22—y + 22 + .

[f (—%, —%, —1) = —% relativne minimum]
10. f(w,y,2) = 32% + 32 + 2y% + 2yz + 2y + 222 — 22.

[f(=%,-1,1) = -1l relativne minimum]|

11. f(z,y,2) =22% +y?> + 22 — xy — 22
[(2,1,7) - sedlovy bod]

12. f(z,y,2) =22+ 9% + 22 + 22 + 4y — 62.

[f (—1,—-2,3) = —14 relativne minimum]|
13. f(x,y,2) =9*+22% + 22 — 2y — 2.
[(%, %, %) - sedlovy bod]
4. f(x,y,2) = 23+y°+22+120y+22. [f (24,144, —1) = —6913 relativne minimum, (0,0, —1) - sedlovy b
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