Matematicka Statistika

Cvicenie 12 - Zavislost’ /| Nezavislost’

Zo vsetkych kutov pozbierané a doteraz nedostato¢ne spominané mudrosti o vztahu dvoch
nahodnych veli¢in

Riesené priklady



a) Pearsonov test nezavislosti

Priklad 1

Na parkovisku vy¢lenenom pre navstevnikov viano¢nych trhov agenttrni pracovnici kladli
vodic¢om otazku, ktory z typickych gastro-produktov si kipia a ochutnaju ako prvy — pe¢ené
gaStany (PG), lokse (LK) alebo cigansku pecienku (CP). Zaroven (bez vedomia opytanych)
zaznamenavali region, odkial’ pochadza ich auto (rozhoduje historické sidlo centraly celého
koncernu, nie montazna linka).

Na vzorke 1528 respondentov boli v ankete zistené nasledujuce po¢ty v kombinaciach

preferencii (kontingencnda tabulka):

jedlo \ auto Azia FR+ITA Nemecko Ostatné spolu
PG 50 103 116 7 276

LK 106 157 310 54 627

CP 115 142 316 52 625
spolu 271 402 742 113 n=1528

Na hladine vyznamnosti 0.05 testujte hypotézu Ho, ze preferencia v oblasti gastrospecialit
nesuvisi s preferenciou v oblasti vyberu znacky auta, tj. Ze obe preferencie su Statisticky

nezavislé.

Riesenie:

Zostavme si tabul’ku relativnych pocetnosti (vSetky ¢isla v tabul’ke podelime hodnotou n=1528). Na

samotné rieSenie prikladu to nie je nevyhnutné, ale pomdze nam to pochopit’ stvislosti.

jedlo\auto | Azia FR + ITA Nemecko Ostatné spolu

PG 50/1528 103/1528 116/1528 7/1528 276/1528
LK 106/1528 157/1528 310/1528 54/1528 627/1528
CP 115/1528 142/1528 316/1528 52/1528 625/1528
spolu 271/1528 402/1528 742/1528 113/1528 1

Ako vyzara dokonala nezavislost’ dvoch veli¢in? Na urovni relativnych pocetnosti je to jednoduché,
musi platit’

RelPo¢ (jedlo | + auto J) = RelPoé(jedlo I)*RelPoé(auto J)
Ak oznagime hodnoty v jednotlivych poligkach nj, stiéty po riadkoch n; a po stipcoch n;, mézeme
vzorec pisat’ takto:
nij/n=(ni/n)*(nj/n)
Na trovni absolutnych pocetnosti musime uvedeny vzorec vynasobit” hodnotou n.
Pocet (jedlo | + auto J) = RelPoc(jedlo I) * RelPoc(auto J) * n = Poé(jedlo I) * Poé(auto J) / n
Njj =

ni/n)*(ni/n)*n =n; *n; / n
( j j



Podl'a posledného vzorca zostavime tabulku idedlnych pocetnosti, aké by zodpovedali dokonalej
nezavislosti veli¢in. Teda miesto hodnot n;; zapiseme hodnoty n; * n;/n:

Ocakavané hodnoty pri dokonalej nezavislosti veli¢in:

271*276/1528 = 48.95
271*627/1528 = 111.20

jedlo \ auto Azia FR+ITA Nemecko Ostatné spolu
PG 48.95 72.61 134.03 20.41 276

LK 111.2 164.96 304.47 46.37 627

Cl? 110.85 164.43 303.5 46.22 625
spolu 271 402 742 113 n=1528

Suroviny su nachystané, ideme varit. Nebude to ni¢ zlozité, len to nahddzeme do vzorca, aby sme
ziskali hodnotu G, ktora primeriame .... ale nepredbiehajme.

G=3 Zj ( (nij - Nin; /n)2 / (ninj /n) =

= (50-48.95)/48.95 + (106-111.2)%/111.2 + ... = 30.41

Ak niekomu ten vzorec pripomina chi-kvadrat test dobrej zhody, méze sam seba pochvalit za dobry

postreh. Nie je to ndhoda, princip je podobny, aj ked’tu mdame vdaje “dvojrozmerné”.

V tabul’ke je 3x4 udajov, ak kazdé z ¢isel odl'ah¢ime o 1, dostaneme 2*3=6 .

To znamena, Ze ziskani hodnotu G budeme primeriavat’ k hodnotam rozdelenia chi-kvadrat so
stupfiom volnosti 6 (6-ty riadok):

X(v) : |
| v| 0,005 0,01] 0,025 0,05 0,1 09| 095| 0975 0,99] 0,995
Lg 068 1087 1124 1164 220 |1064 [1259 [14,45 16,81 1855

Pri pozadovanej hladine 5% by sa mal vysledok G zmestit’ do bezpeénej oblasti od 0 do 0.95.
Ak vsak vidime, pri 0.95 svieti 12.59.

12,59 < 30.41

Vypoéitané G je vyrazne vicsie, nachadza sa dost’ mimo bezpecia, teda je hlboko v kritickej oblasti.
Hypotézu Hy preto zamietame na pozadovanej hladine 0.05, ale ako vidno, zamietnut’ by sa to dalo aj
na postatne kvalitnej$ich hladinach. Vzt'ah medzi preferenciami Soférov v dvoch naoko nestvisiacich
oblastiach sa v skimanom pripade neda nazvat’ nezavislost'ou.

Poznamka:  Na to, aby bol test nezavislosti spol'ahlivy, musia mat’ vSetky tidaje v tabul’ke hodnotu
viac ako 2 (bolo splnen¢) a aspon 80 percent idajov musi byt vacsich ako 5.

Iny priklad:
https://portal.matematickabiologie.cz/index.php?pg=aplikovana-analyza-klinickych-a-biologickych-

dat--analyza-a-management-dat-pro-zdravotnicke-obory--testovani-hypotez-o-kvalitativnich-
promennych--analyza-kontingencnich-tabulek--testovani-nezavislosti-pearsonuv-chi-kvadrat-test



https://portal.matematickabiologie.cz/index.php?pg=aplikovana-analyza-klinickych-a-biologickych-dat--analyza-a-management-dat-pro-zdravotnicke-obory--testovani-hypotez-o-kvalitativnich-promennych--analyza-kontingencnich-tabulek--testovani-nezavislosti-pearsonuv-chi-kvadrat-test
https://portal.matematickabiologie.cz/index.php?pg=aplikovana-analyza-klinickych-a-biologickych-dat--analyza-a-management-dat-pro-zdravotnicke-obory--testovani-hypotez-o-kvalitativnich-promennych--analyza-kontingencnich-tabulek--testovani-nezavislosti-pearsonuv-chi-kvadrat-test
https://portal.matematickabiologie.cz/index.php?pg=aplikovana-analyza-klinickych-a-biologickych-dat--analyza-a-management-dat-pro-zdravotnicke-obory--testovani-hypotez-o-kvalitativnich-promennych--analyza-kontingencnich-tabulek--testovani-nezavislosti-pearsonuv-chi-kvadrat-test

b) Gymnastika s varianciou a kovarianciou

Niekol'ko uzito¢nych vzorcov, pomocou ktorych sa dé cvicit’ s rozptylom (disperziou) a
kovarianciou. Niektoré uz pozname, ostatné sa dajua 'ahko odvodit’.

cov(X,Y) = E(XY) - E(X)E(Y) cov(axX+hb, Y) = acov(X,Y)
cov(X,X) = D(X) cov(X+Y, Z) = cov(X,Z) + cov(Y,2)
cov(X,Y) =cov (Y,X) D(X+Y)=D(X) + 2cov(X,Y) + D(Y)
Priklad 2

Je dana dvojica ndhodnych veli¢in X, Y.

Vieme, Ze

E(X)=1.7 D(X)=1.21
E(Y)=0.2 D(Y)=0.96
cov(X,Y) =1

Vypocitajte, Comu sa rovna
D(X+Y)

D(2X-Y)
cov(2X+Y, X-2Y)

Riesenie:

Postupujeme podla vzorcov.

D(X+Y) = D(X) + 2cov(X,Y) + D(Y) = 1.21+2*1+0.964.17

D(2X-Y) = cov(2X-Y,2X-Y) = 4D(X) - 4cov(X,Y) + D(Y) =4.84-4+0.96 =1.8

cov(2X+Y, X-2Y) = 2cov(X,X-2Y) + cov(Y,X-2Y) = 2D(X) - 3cov(X,Y) - 2D(Y) =
=242-3*%1-192=-25



Neriesené priklady

1. 200 Studentov sa (eSte v nepandemickych ¢asoch) pytali, akym spdsobom sa prevazne
dopravuju do skoly. Zistené udaje sparovali s ich zndmkami z predmetu Matematicka
Statistika. Vysledky st uvedené v tabul'ke:

cesta\znamka | FX E D C B A
peso 6 5 7 7 5 3
verejna

doprava 11 15 10 8 7 6
na 1-2

kolesach 6 6 7 11 12 6
na aute 18 16 11 7 7 3

Na hladine 0.05 (a inych) testujte hypotézu o nezavislosti oboch skiimanych veli¢in.

2. Rieste predosly priklad v zjednodusenej podobe — rozliSujme len to, ¢i prichddzaja
vlastnym dopravnym prostriedkom alebo nie, a ¢i skisku spravili alebo nie.

3. Je dana dvojica nahodnych veli¢in X, Y.

Vieme, Ze
E(X)=3 D(X)=4
E(Y)=2 D(Y)=9
cov(X,Y) =3
Vypocitajte, Comu sa rovna
D(2X+3Y)
D(7Y-2X)

cov(2X-3Y, 3X+2Y)

4. Je dand trojica ndhodnych veli¢in X, Y, Z. Vieme, Ze

E(X)=3 D(X)=4
E(Y)=2 D(Y)=9
E(2)=4 D(2)=12
cov(X,Y)=3
cov(X,Z) =5
cov(Y,Z2)=8
Vypocitajte, Comu sa rovna
D(X+Y+2)
D(2X-3Y-2)
cov(2X-3Y, Y+32)
cov(X+2Z, 3X+Y-22)
cov(3X-2Y-Z, -X+3Y+42)




