Matematicka Statistika

Cvicenie 11 - Testovanie hypotéz 2

Riesené priklady



a) Median : Wilcoxonov test

Priklad 1
Na kurze zdravej vyzivy sa G€astnici ucili intuitivne odhadovat svoj kaloricky prijem. Cielom
bolo dosiahnut’ (bez predbezného merania) optimalny denny prijem 7725 kJ. Dodatocne sa
pre kontrolu vzdy odmerala skuto¢na kaloricka hodnota prijatej potravy.

Na skuskach sa meral skuto¢ny kaloricky prijem 11 ndhodne vybratych tcastnikov.
Dosiahli sa nasledujuce hodnoty (usporiadané podl'a vel’kosti):

[5260, 5470, 5640, 6180, 6390, 6515, 6805, 7515, 7515, 8230, 8770]

Kurz sa povazuje za Gispesny, ak sa median dennych vysledkov ucastnikov zhoduje
s optimom, alebo presnejsie povedané, aby sa nedala na predpisanej hladine vyznamnosti
zamietnut’ hypotéza o tom, Ze stanovena optimalna hodnota (7725) je medianom.

Na hladine vyznamnosti a = 0.05 (5%), v konfrontacii s nameranymi hodnotami,
s pouzitim Wilcoxonovho testu, testujte hypotézu med. = 7725 .

RieSenie:

UZ na prvy pohl'ad vidime, Ze hodnota 7725 sa v rade dosiahnutych hodné6t nachadza medzi 9. a 10.
&islom, teda median to uréite nie je. Ulohou testovania je zistit, &i tato odchylka sa dé vysvetlit
nahodou alebo je znakom nie najlepsich vysledkov kurzu. Testujeme na hladine a=0.05 (5%),
pouzijeme Wilcoxonov test, ku ktorému potrebujeme tabul’ky Wilcoxonovho rozdelenia.

Krok 1: Odpocitame od vsetkych hodnét vo vektore hypoteticky median (7725):
[ -2465 -2255 -2085 -1545 -1335 -1210 -920 -210 -210 505 1045]

Krok 2: Ziskané ¢isla v absolutnej hodnote usporiadame (iba v hlave) od najmensieho po najvicsie a
pridelime im (na papier) poradové Cisla. Ak by dve alebo viaceré ¢isla mali rovnaké poradie, pridelime
im aritmeticky priemer poradovych ¢isel, na ktoré ,,maju narok: V nasom priklade sa to tyka hodnoty
210, ktora je tu dvojmo a ,,berie* tak prvé dve miesta. Pridelime obom 1.5:

[ -2465 -2255 -2085 -1545 -1335 -1210 -920 -210 -210 505 1045 ]
11 10 9 8 7 6 4 1.5 1.5 3 5
Krok 3: S¢itame poradové ¢isla osobitne pri kladnych a zapornych Eislach.
s+=8 , s— =158

Asi tusime, ze hypoteticky medidn ma tym vicsie Sance na uznanie, ¢im menej sa s+ a s— od seba lisia.
Ideal by bol 33 a 33 (lebo sucet vsetkych 11 poradi je 66), naopak najhorsie by bolo 0 a 66.

Krok 4: Vyberieme minimum z oboch suctov
min{s+,s-} =8

Cim viésie s (max. hranicou je 33), tym lepsie pre testovany hypoteticky median.
Krok 5: Zhodnotenie

Mame dané a=0.05, vo vektore je 11 udajov, preto si v tabulkach zaostrime zrak na 11-ty
riadok a stlpec 0.05 (ak ma dve Casti, vyberame cast’ two-tailed test):
Wi1005 =10

Ziskané cislo 10 je kriticka hranica. Uz vieme, Ze ¢im mensSie s, tym horSie.
Nase s je s = 8, a ako vidime, 8 je menej nez 10, teda hodnota 8 je pod kritickou hranicou.
Zle je — hypotézu med.= 7725 zamietame na hladine 0.05.

Poznamka
Ak by sme testovali na hladine vyznamnosti 0.01, kritick4d hodnota bude 5 a hypotézu nezamietneme.



Priklad 2

Riaditel’ Statnej posty v krajine XYZ vyhlasil, ze ,,pred okienkami* sa ¢aka medianovo 12
minut. Uvedent hypotézu novinar ABC testoval tak, Ze na 12 ndhodne vybranych postach sa
postavil do radu s pohl'adnicou a ¢akal + meral Cas (na celé¢ minuty), kedy pride na rad.
Vysledky st zhrnuté vo vektore (eSte neusporiadanom):

L 6 7 18 4 12 6 5 10 13 16 8]

Testujte riaditelovu hypotézu na hladine vyznamnosti 0.05.

Riesenie:
Krok 0: x=sort([56718412651013168])
Xx= [4 55 6 6 7 8 10 12 13 16 18]
Krok 1: X-12
[-8-7-7-6-6-5-4-2014F6]
Krok 2:
[ -8 -7 -7 -6 -6 -5 -4 -2 0 1 4 6 ]
12 105 105 8 8 6 45 3 1 2 45 8

Mame tu az tri Sestky — nebojime sa, spriemerujeme poradia 7,8,9 a vSetky dostant osmicku.

Krok 3:
Mame tu nulu — nie je zaporna ani kladna. Z hladiska detailnej stability metddy je najlepsie jej
poradové Cislo 1 rozdelit’ po polovicke do oboch suctov.

s+=15

s—=63

Krok 4: min{s+, s-} =15
Krok 5: W12.0.05 =13

15 > 13, tj. 15 (tesne) nekleslo pod kritick(l hodnotu. Hypotézu nezamietame, ¢o vSak
neznamena, ze jej bezhranic¢ne doverujeme.




b) Median : Znamienkovy test

Na rozdiel od Wilcoxonovho testu nas bude zaujimat’ len to, ¢i stt hodnoty vpravo alebo
vlavo od hypotetického medidnu, nebudeme rozliSovat’ ich poradie.

Priklad 3
RieSme priklad 1 zadany vysSie pomocou znamienkového testu.

Riesenie:

Krok 1: Kazdému ¢islu vpravo (tj. vacsim) od medianu priradime hodnotu 1 (reprezentuje
znamienko +), ¢islam vlavo pridelime 0 (znamienko-).

Hypotet. med. = 7725

[5260, 5470, 5640, 6180, 6390, 6515, 6805, 7515, 7515, 8230, 8770]
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1

Krok 2: Pocet jednotiek

Krok 3: KTIacovy vzorec (n je pocet prvkov v datovom vektore)
U = (Y —n/2) / N(n/4)
U=(2-55)/2.75 = -2.1106

Krok 4: Zhodnotenie — |U| porovname s F(1-a/2) — normélne rozdelenie
F'(1-0.05/2) = F*(0.975) = 1.96

1.96 je kritick4 hranica. Co je medzi -1.96 a 1.96, nezamietneme,
to ¢o je mimo, zamietneme.

2.1106 > 1.96 — sme vonku z normalu (na ,,chvoste*), hypotézu zamietame

Poznamka 1
Ak by sme testovali na hladine vyznamnosti 0.01, kritickd hodnota bude

F1(0.995) = 2.575

Vtedy bude 2.1106 “v norme”, teda mensie ako kriticka hranica.

Poznamka 2
Vysledky vysli rovnako ako pri Wilcoxonovom teste.



Priklad 4
RieSme priklad 2 zadany vysSie pomocou znamienkového testu.

Riesenie:

Krok 1: med. =12

= [4 10 12 13 16 18]

6 6 7 8

0 000O0- 111

Cislo 12 presne trafilo do hypotézy. Bezne sa v takychto pripadoch zvykne vynechéavat’ (tj. berieme do
uvahy len 11 vysledkov). Ak by vsak takychto hodnét bolo viac, moze takyto postup skreslit vysledky a

vtedy je lepsie ich ratat’ s ohodnotenim 0.5.

Krok 2: Pocet jednotick

Krok 3: KTlacovy vzorec (beriem n=11)

U=(3-5.5)/v2.75 = -1.5076

Krok 4: Zhodnotenie
F'(1-0.05/2) = F*(0.975) = 1.96 — kritické hranica.
1.5076 <1.96 — sme Vv normale, hypotézu nezamietame

Vysledok vysiel opét’ rovnako ako pri Wilcoxonovej metode. Samozrejme, su priklady, kde sa obe
metddy mozu v hodnoteni rozchadzat’ (jedna tesne zamietne a druhd tesne nezamietne).



c) x?-test dobrej zhody

Tymto testom porovnavame hypotetické rozdelenie diskrétnej nahodnej veliiny S experimentalne
zistenymi relativnymi pocetnost’ami jej hodnot.

Priklad 5

Vezmeme 5 kusov 1-eurovych minci a hodime na st6l. Zratame pocet jednotick a zapiSeme.
Tento elementarny experiment opakujeme 30-krat. Vysledky (tj. kol'’kokrat padol aky pocet
jednotiek) zhrnieme do tabul’ky pocetnosti:

Xi 0/1(2|3 |4|5]spolu
(pocet jednotiek) n=
n; 1/5/5(10(8|1|30
(pocetnost)

Na hladine vyznamnosti 0=0.05 testujte hypotézu, Ze mince st ,,poctivé™ (tj. ¢islo a znak
padaja 50:50).

Riesenie:

Hypotézu, ktort ideme skamat’, odborne preformulujeme — otazkou bude, ¢i zistené pocetnosti st

v sulade s hodnotami presne generovanymi binomickym rozdelenim, ktoré je teoretickym zékladom
experimentu. Inymi slovami, ¢i odchylky od idealu binomického rozdelenia vieme zvalit’ na nahodu
alebo nie — ak nie, zrejme nejaké mince nebudu ,,poctivé* alebo hadzanie nebolo dost’ nahodné.

Porovname ziskané pocetnosti s teoreticky o¢akavanymi hodnotami. Pozor, vobec sa nesmieme dat’
vyrusovat’ tym, Ze oCakavané hodnoty nebudu celociselné. Do tabul'ky teraz zapiseme pod seba:

Experimentalne ziskané pocetnosti n;
Pravdepodobnostna funkcia binomického rozdelenia pre 5 minci pi

Ocakavané pocetnosti podl'a teoretického modelu pi*n

Rozdiely medzi realitou a tedriou Ai= |n*p;—nj|
Relativne rozdiely medzi realitou a tedriou ki = (A (p*n)
xi=1i|0 1 2 3 4 5 spolu

n; 1 5 5 10 8 1 30

Pi Yz *la " 32 " 32 *la ' 1

pi*n | 0.9375 4.6875 9.375 |9.375 4.6875 | 0.9375 30

A 0.0625 0.3125 4.375 | 0.625 3.3125 | 0.0625

Ki 0.0041667 | 0.020833 | 2.0417 | 0.041667 | 2.3408 | 0.0041667 | 4.4533

KTacova hodnota C, ktora o vSetkom rozhodne, je stctom ¢isel v poslednom riadku:
C = 4.4533
V tabulkach chi-kvadratu zaostrime zrak na piaty riadok (pocet stipcov v nagej tabul’ke minus 1):

[x?(v) -
v | 0,005\ 0,01| 0,025| 0,05 0,1 0,9 0,95| 0,975| 0,99| 0,995
=|=5 [0.41 |o,55 083 [1.15 [161 [924 [11,07 [12,83 [1509 [16.75
Hodnota C pri 0a=0.05 musi ostat’ v bezpe¢nej zone, tj. nesmie prekro¢it’ kriticki hodnotu 11.07,

zodpovedajucu stipcu 1-0=0.95. Ako vidime, nase C je ,,s prehladom* v bezpe&nej zone, takze
hypotézu nezamietame.




Priklad 6

Vezmeme 4 kusy 1-curovych minci a hodime na st6l. Zratame pocet jednotiek a zapiSeme.
Tento elementarny experiment opakujeme 300-krat. Vysledky (tj. kol’kokrat padol aky pocet
jednotiek) zhrnieme do tabul’ky pocetnosti:

Xi O |1 |2 |3 |4 |spolu
(pocet jednotiek) n=

n; 2919519564 |17 | 300
(pocetnost)

Na hladine vyznamnosti 0=0.05 testujte hypotézu, Ze mince st ,,poctivé (tj. ¢islo a znak
padaja 50:50).

géiflfg ;?rovnaky ako v predoslom priklade. Vzhl'adom na vysoky pocet pokusov (300) budeme za
odchylky od o¢akavani ,,platit* viac. Miesto tabul’ky napiSeme len pod seba prislusné vektory:

n; [29 95 95 64 17]

pi [14641]/16 (binomické rozdelenie — Pascalov trojuholnik, 4 mince)
n*p; [18.750 75.000 112.500 75.000 18.750]

A [ 10.25 20 175 11 1.75]

Ki [5.60333 5.33333 2.72222 1.61333 0.16333]

C=15.436
V tabul'kach skenujeme riadok 4:
X*(v)

v | 0,005 '0,01 0,025 _005 0,1 09| 095| 0,975| 0,99| 0,995
t} 9,21 0,30 0,48 |0,71 1,06 (7,78 (9,49 |11,14 [13,28 [14,86

Vidime, Ze C je nad kritickou hodnotou 9.49 (pre a=0.05), a dokonca aj pre a=0.005 by este bolo
mimo bezpec¢nej zony. Hypotézu zamietame na predpisanej hladine 0.05, ale keby sme mali vyssie
ambicie, dalo by sa zamietnut’ aj na 0.005.



Priklad 7

Experimentalny bioldg Vv jednu decembrovu nedel'u poobede sledoval a zaznamenaval cas,
ktory stravili nadSenci vo vode na ned’alekom jazere. Vysledky zaznamenal do tabul'ky
pocetnosti:

(éa_s | 03] @36 169 |(912] | (12,15 | (1518] | (18,21] | (21,24]
min.
Potet | 9 4 15 17 10 7 3 1

Biolog na zéklade idajov predpokladd, ze nahodna veli¢ina, ktord urcuje ¢as pobytu vo vode,
sa riadi normalnym rozdelenim N(10,25). Na hladine 5% testujte tGto hypotézu.

Riesenie:
Najprv potrebujeme zistit', aké pocty nadSencov by sa v jednotlivych intervaloch vyskytli, ak by
vsetko islo podl'a hypotetického N(10,25).

V prvom kroku vypocitame pre kazdy interval (a,b] hodnotu F(b)-F(a) — to bude ten povestny riadok
pi. Da sa to z tabuliek, z on-line kalkulacky alebo nasledovne (Octave):

x=[0369 1215 18 21 24]

xL=x(1:8) lavé hranice intervalov
XP=x(2:9) pravé hranice intervalov
normcdf(xP ,10, 5)-normcdf(xL, 10, 5)

Pi [0.058007 0.131099 0.208885 0.234681 0.185923 0.103856 0.040896 0.011348]

Ocakavané pocty podla hypotézy, tj. n*p; (kde n=66):

n*p [3.82843 8.65252 13.78640 15.48898 12.27092 6.85449 2.69913 0.74899]
Rozdiely

A [5.17157 4.65252 1.21360 1.51102 2.27092 0.14551 0.30087 0.25101 ]

K [ 6.9859244 25016897 0.1068312 0.1474077 0.4202676 0.0030888 0.0335388 0.0841221 ]
S =10.283

Sledujeme 7. riadok v tabul’ke pre chi-kvadrat:

x*(v) '
v | 0,005 0,01| 0,025| 0,05 0,1 09| 095| 0,975| 0,99| 0,995
71099 1124 169 2,17 2,83 [12,02 [14,07 [16,01 |1848 20.28jl

Hodnota C je mensia (aj s rezervou) voci predpisanej 14.07. Na hladine 5% preto hypotézu
nezamietame.




Neriesené priklady

1a. Na odbernom mieste vo Svetlych Leziakovciach zaznamenali v priebehu 14 dni
nasledujuce hodnoty pozitivity testov (v percentach).!

[47 51147 72 6.1 27 3.1 19.1 11.2 9.7 47 3.1 8.6 4.7]

Starosta obce tvrdi, ze dlhodobo dosahujt pozitivitu 4%, zatial'¢o krémar je presvedcéeny, ze
pozitivita je 5%. Povazujme tieto ¢isla za hypoteticky median vSetkych hodnot.

Na hladine vyznamnosti 0.05 Wilcoxonovym testom overte medidnova hypotézu
a) starostu.
b) krémara.

1b. Na hladine vyznamnosti 0.05 znamienkovym testom overte medianova hypotézu
a) starostu.
b) krémara.

2. Zmrzlinarsky retazec XYZ pontika 4 druhy zmrzliny. Doterajsia Struktura predaja bola
nasledovna: vanilkova 62%, ¢okolddova 18%, jahodova 12% a pistaciova 8%.
V¢era otvorili prevadzku v Prievidzi. V prvy den sa predalo 120 vanilkovych, 40
cokoladovych, 18 jahodovych a 22 pistaciovych.

Na zaklade vhodného Statistického testu (na hladine 5%) sa vyjadrite k moznej zhode
alebo odlisnosti Struktury predaja v Prievidzi a celkovou §truktirou.

3. Experimentalny klimatolog 40 rokov meral denne teplotu vody v jazere za svojim
observatoriom. Na Mikulasa zostavil tabul’ku pocetnosti teplot nameranych prave v tento dei:

Teplota 0,111 (1,21 [ (2,31 | (3,4] | (4,5] | (5,6] | (6,7] | (7,8] | (8,9]

Podet zdznamov | () 1 2 4 7 9 11 3 3

Na hladine vyznamnosti 5% (pripadne skuste aj iné hladiny) testujte hypotézu, ze skimant
nahodnt veli¢inu urcuje normalne rozdelenie N(6,2).

1V rozpore s realnymi skusenost'ami predpokladame, Ze tu miera pozitivity nezavisi od vonkajsich faktorov,
takze vybranych 14 dni méze adekvatne reprezentovat’ aj dlhsie obdobie merani.



