Matematicka Statistika

Cvicenie 10 - Testovanie hypotéz

Riesené priklady

Pri zakladnom testovani hypotéz o strednej hodnote a rozptyle (z technického hladiska) ide o pracu
s intervalovymi odhadmi, ktoré sa preberali pred tyzdniom. Ten isty princip, tie isté vzorce, len otazka
bude polozena inak. Zo suchych vypoctov urobime tak trochu ritual ,,stidneho procesu®.

Priklad 1a:

Na preteky sa prihlésilo 30 plavcov. Predpokladalo sa, ze trat’ by mali zvladnut’ v priemere za
55 mintt. V skuto¢nosti vSak stredna hodnota dosiahnutych casov vysla az 72 mintt. Rozptyl
vysledkov je s? = 400. Na hladine vyznamnosti 5% testujte hypotézu Ho (u=55).

Riesenie:

Najprv si 'udskou re¢ou povedzme, ¢o ideme robit’. Na zaklade viacroénych sktisenosti s pretekmi
tohto typu bolo odhadnuté, ze plavci by to mohli zvladnut’ v priemere za 55 mintt. Muselo byt
prekvapenim, ak po pretekoch spocitali priemer ¢asov a vyslo im 72. Je to dost’ vel'a nad 55.

Otazka znie, ¢i sa tento rozdiel da vysvetlit’ iba nahodou, teda ¢i mozeme pripustit’, Ze stredna hodnota
naozaj moze byt 55 a len tento rok to nejak uslo (lebo nahoda). A pokial’ povieme, Ze to nemoze byt
nahoda, chceme mat’ len 5% rizika, Ze sa mylime.

— Ak nevieme (na zaklade vypoctov) protirecit’ tomu, Ze u=55, hypotézu Hy nezamietneme. Pozor!!!
Nezamietnut’ neznamena potvrdit’ ¢i dokazat’ hypotézu Ho. Nedokazali sme ju (ani zd’aleka), len pri
povolenom riziku sme si netrtfli ju zamietnut’. Nieco ako ked’ sud oslobodi pre nedostatok dokazov —
¢o nie je nutne to isté ako skutocna nevina.

Ak odmietnutie (opat’ na zaklade vypoctov) moznosti, ze p=55, nesie v sebe riziko omylu
mensie nez 5%, hypotézu Hy zamietneme. To znamena, Ze oficidlne vyhlasime predpoklad p=55 za
»utrhnuty od reality* nameranych Cisel, pricom sme si vedomi, Ze sa na 5 percent mézeme mylit’.
Prakticky to znamena tvrdit’, ze ¢islo 72 miesto 55 nemoze byt’ vysledkom nahody a musi mat’ svoju
pricinu napr. v ingj trati, ne¢akanych priidoch, inom vykonnostnom zlozeni plavcov a pod.

Pod’'me teraz dat’ do vzorcov namerané hodnoty rovnakym postupom ako minule.

Mame bodovy odhad strednej hodnoty m=72 a bodovy odhad rozptylu s>=400, tj. s=20. Tu musime
zdoraznit’, ze 30 plavcov a ich vysledky su len reprezentanti (vyber) zo Sirsej reality, takze na nase
uvahy pouzijeme Studentovo rozdelenie.

Pre spol'ahlivost’ 1-a, kde a = 5% , potrebujeme kvantil u = tqg75 29 = 2.0452.
Dosadime do znameho vzorca
d = s.u/vn =20%2.0452 / sqrt(30) = 7.47 .

Podl'a nameranych dat by stredna hodnota mala na 95% byt’ v intervale 72 + 7.47 = [64.53, 79.47] .
To znamena, ze je len 5% Sanca, ze stredna hodnota je mimo tohto intervalu.

Teraz sa vratme k hypotéze p=>55 . Vidime, Zze 55 nepatri (!) do vysSie uvedeného intervalu. Je
priam brutalne mimo. Pri 5% povolenom riziku (toto riziko urcovalo velkost intervalu) omylu si preto
nedovolime pripustit’, Ze 55 by mohla byt stredna hodnota. Hypotézu Hy ZAMIETAME.



Pozndmka 1: Proti nulovej hypotéze Ho, ktori posudzujeme, sa stavia tzv. alternativna hypotéza Hy,
ktora je bud’ doslovnou negaciou Hy alebo (vzhladom na kontext) je jej inak formulovany ,,opak®.
Zamietnutim Hy vyslovujeme, ze plati H;. V naSom pripade by H; mohlo prvoplanovo zniet
,»1#95%, ale vzhl'adom na situaciu a kontext si moézeme dovolit’ tvrdenie upresnit’ na ,,u>55%.

Poznamka 2: Asi tusime, Ze v tomto pripade zamietnutie hypotézy nesie v sebe mensie riziko nez 5%,
ked’ze 55 bolo naozaj d’aleko od hranic intervalu. Podrobnejsie sa na to pozrieme o kusok d’alej.

Priklad 1b:

Iny tim odbornikov z konkurenéného klubu odhadol na zéklade svojich skusenosti a
vedomosti ocakdvany priemerny Cas plavcov na 67 minut. Na hladine vyznamnosti 5%
testujte hypotézu Hy (u=67).

RiesSenie:

Priklad je pokra¢ovanim la. Tam sme zistili, Ze podl'a vysledkov pretekov je stredna hodnota na 95%
vintervale 72 + 7.47 = [64.53, 79.47] .

Predpokladana pu=67 patri do uvedeného intervalu. Hypotézu H, teda nezamietame. Nedokazali sme
ju, len pripustame, ze by mohla platit’ (nemame dost’ silny argument proti nej). Tvrdit, Ze neplati, by
predstavovalo riziko vicSie, nez kryje nasa poistka (tj. dovolenych 5%).

Poznamka 3:
Znamy vzorec mézeme pouzit’ trochu inak.

d=su/n
upravime takto:

u=vn*d/s

Za ¢islo d dosadime rozdiel |[m-p.
1a) u = [72-55|/ 20 * N30 = 4.6556 .

Hypotézu budeme teraz hodnotit’ priamo podl’a hodnét v tabul’ke prislu§ného rozdelenia.
Konkrétne v tomto priklade, v 29. riadku t-rozdelenia vidime, ze hodnotu 4.6556 ani ni¢ blizko nej

nevidime :) je strasne d’aleko. Online kalkulacka to isti a prezradi, Ze

Student’s t-Distribution
X~ t(,,)

I = 4.6556 2P(X > |x|) = ¥ 0.00006

fod
o

hypotézu mézeme zamietnut’ s rizikom (na hladine) 0.00006.

1b)  u=+30*72-67|/20 =1.917.

V tabul’kach vidime, Ze v 29. riadku je ku 1.917 najblizsi vac¢si vysledok 2.0452, ¢o zodpoveda
kvantilu 0.975. To znamena, Ze na hladine 0.05 (dvakrat 0.025, kde 0.025 =1 - 0.975) sice tesne ale
predsa len nezamietame hypotézu H,.



V 29. riadku je ku 1.917 vlavo najbliz§ie hodnota 1.6991, ¢o je kvantil 0.95. Na hladine 0.1 preto Hy
mdzeme zamietnut’.
Inymi slovami, odhad 67 tiez nie je ziaden zazrak. Na hladine 0.05 ho nezamietneme, ale akonahle

mame dovolené riziko 0.1, uz sa zamietnut’ da. PresnejSia hranica medzi zamietnutim a nezamietnutim
je 0.06514 (z kalkulacky).

Priklad 2a:

V obecnom kravine v dosledku traviacich procesov dobytku, nedostatocného vetrania a chyby
v elektroingtalacii prislo k vybuchu, ktory sposobil isté kody na majetku.’ Po analyze pri¢in
sa okrem lepSieho vetrania namontovali senzory zvysSenej koncentracie metanu.

Kriticka hranica koncentracie, pri ktorej méze prist’ k vybuchu, je 50 az 150 %eo.
Senzor je spojeny s alarmom, ktory je vyrobcom nastaveny na 10 %o . TO je Cislo, ktoré by
s malymi odchylkami malo byt’ strednou hodnotou moznych vysledkov.

Riaditel’ kravina sa rozhodol otestovat’ senzory v 18 pokusoch. Hypotéza Hy bola
pu=10, stanovena bola aj hladina vyznamnosti 5%. Experiment priniesol 18 vysledkov,
ktorych stredna hodnota je m = 10.079, s odchylkou s? = 0.0194761 (teda s = 0.13956).

Zhodnot'te, ako dopadli senzory/alarmy v teste.

Riesenie:
Ho: =10 1 Hy: u>10

Pod’'me na vec hned’ “druhym” spdsobom, teda cez vzorec
u=vn*d/s
Dosadime d = |m-p| =(10-10.079| = 0.079:
u =sqrt(18) * 0.079/0.13956 = 2.4016

Pozrieme sa do 17. riadku t-rozdelenia:

t(v)
09| 0,95] 0,975] 0,99] 0,995]
17 1,3334| 1,7396] 2,1098] 2,5669] 2,8982]

Hodnota je niekde medzi stipcami 0.975 a 0.99. To znamené, e na hladine 0.02 = 2*(1-0.99)
hypotézu Hp nevieme zamietnut’. Ale to iba tak pomimo — na zadanim pozadovanej hladine 0.05 =
2*(1-0.975) ju samozrejme zamietame.

Riaditel’ kravina poslal reklaméciu vyrobcovi senzora. Ten ju akceptoval, ale ked’ze neslo o
principidlnu nefunk¢nost’ senzora, vyriesil to iba zl'avou a prelepenim deklarovanej hranice na 10.1 .
Nové testovanie, opat’ s 18 pokusmi, prinieslo rovnaké vysledky.

Pocitajme: d = |m-p|=10.1-10.079| = 0.021
u =sqrt(18) * 0.021/0.13956 = 0.63840
Hodnota u je mensia nez 2.1098 v stipci 0.975, takze na hladine 5% H, nezamietame. Pozornejsi

pohl'ad ukazuje, ze nezamietat’ by sa dalo aj na dost’ vyssich hladinach (tj. ponikneme pochybova¢om
vys$ie riziko, a oni napriek tomu hypotézu nezamietnu).

! https://www.novinky.cz/koktejl/clanek/nadmira-metanu-z-kravskych-utrob-zpusobila-vybuch-v-kravine-216965



Priklad 2b:
Pokrac¢ujeme v téme straZzenia metanu kravina.

Spolahlivost’ senzora s alarmom je zavisla nielen od prijatel'nej strednej hodnoty
nameranych vysledkov, ale tieZ aj od nie prili§ velkého rozptylu nameranych hodnot.

V 18 meraniach spomenutych vyssie sa zistilo s> = 0.0194761, vyrobca viak
deklaroval rozptyl 6* = 0.0144. D4 sa na hladine 5% deklaracia vyrobcu zamietnut’ (a
reklamovat’ vyrobok)?

Riesenie:
Ho: o = 0.0144 " Hi: o > 0.0144
Alternativnu hypotézu formulujeme jednostranne, mensia hodnota nez deklaruje vyrobca nam totiz

nevadi. Z uvedeného dévodu aj samotné testovanie hypotézy urobime jednostranne — ako presne, to
vysvetlime d’alej.

Zaénime najprv “klasicky”. Ideme skimat’, ¢i sa pri danej miere rizika zmesti deklarovany rozptyl do
intervalu rozptylov, ktory nam vychadza z merani.

Na predoslom cviku sme stanovili hranice L a P intervalu, v ktorom sa podl’a merani méze vyskytovat’
skuto¢ny rozptyl.

L L o P

Ak vyrobcom deklarovana hodnota bude v tomto intervale, je vSetko v poriadku.

2. [L P] o’

Ak je vyrobcom udavany rozptyl vpravo od intervalu LP, tak sme tieZ spokojni, naSe merania totiz
ukazuju, Ze rozptyl je v skuto¢nosti mensi a vyrobok je presnejsi, ako je garantované. Kto by si tu
stazoval?

3. o’ [L P]

Ak je vyrobcom udavany rozptyl vlI'avo od intervalu LP, tak spokojni nie sme, namerané hodnoty aj
pri povolenej tolerancii su vyssie nez stanovené Cislo.

Z uvedenych moznosti vyplyva, Ze hranica P nés v podstate nezaujima, tam sa nema co pokazit’. To,
&o musime ustriehnut, je hranica L a jej vztah k 6°. Aby sme neplytvali percentami tam, kde netreba,
na hranicu P celkom rezignujeme (dame ho ako nekone¢no).

Kriticka oblast’ — oblast’, kde sa Hy zamieta — bude medzi O a L:

O/ L o0)

Tomu zodpoveda v rozdeleni chi-kvadrat oblast’ od u, do nekone¢na (totiz hodnoty u ida do

menovatel'a). Na tuto kriticku oblast’ vyhradime plnych 5 percent, ktoré su stanovené v zadani.
02|
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Po upratovani v pojmoch mézeme koneéne pocitat’.

Pri 5% riziku bude (ako vidno aj z obrazku) U, = y%0.es17 = 27.59

Z toho dostavame L = (n-1)*s%/u, = 17*0.0194761/27.59 =0.012

Vyrobcom deklarované ° = 0.0144 je visie nez L, zmesti sa teda do intervalu rozptylov prijatelnych

na zaklade nameranych dat. Je to v poriadku, reklamacia vyrobku sa nekona, nulova hypotézu
nezamietame. To, Ze experiment ukazal vyssSie hodnoty, sa da zvalit’ na nahodu.

Skusme to teraz z inej strany. Upravime si vzorec
L = (n-1)*s?/u,

takto:
u, = (n-1)*s%/L

Za L rovno dosadime hodnotu, na ktorej sa to lame, teda vyrobcom deklarovany rozptyl:
U, = 17*0.0194761/ 0.0144 = 22.993
Posudenie situdcie teraz urobime priamo v prislusnom riadku tabul’ky chi-kvadratu:

X(v) - I
[v ] 0.005] 0,01] 0,025] 005] 01] 0] 0,95] 0,575] 0,99] 0,995
|17]5.70 641 1756 8,67 10,09 |24,77 [27,59 [30.19 [33.41 |35.72

Vidime, Ze 22.993 je mensie nez 0.9 (mensie = mimo kritickej oblasti). TakZe na hladine 0.1 (a o to
skor na pozadovanej 0.05) stale nulova hypotézu nemame preco zamietnut’. (To samozrejme
neznamena, zZe vnutorne sme celkom spokojni s vlastnostami senzorov).

Ak si pomozeme kalkulackou, zistime, Ze nulova hypotéza sa da zamietnut’ aZ na hladine
0.1495 a viac.

Priklad 3:

Velky mestsky autobus s ,,inteligentnym® motorom by mal mat’ spotrebu takmer nezavisla od
zvykov a zlozvykov vodica. Vyrobca deklaruje pri beznej prevadzke rozptyl (najviac) o® =
0.83. V 10-diovom teste, kde sa na konci dna vzdy vyhodnotila spotreba, bol zisteny rozptyl
s?=1.51. Na hladine vyznamnosti 5% ,,preklepnite* tvrdenia vyrobcu.

Riesenie:
Ho:6°=0.83 // H,: 62> 0.83

Pocitajme rovno “druhou cestou”:
u, = (n-1)*s%/L
u; = (10-1)*1.51/0.83 = 16.373

Vidime, Ze 16.373 < 16.92, kde 16.92 zodpoveda hodnote 0.95. Preto na trovni 5% hypotézu 6° =
0.83 nezamietame. (Na trovni 0.1 by sme si vsak trafli)



Neriesené priklady

Predpokladame, zZe vSetky nahodné veliciny, ktoré ucinkuju v nasledujucich prikladoch, maju
normalne rozdelenie.

1. Basketbalisti klubu XYZ na tréningu hadzu z tictyhodnej vzdialenosti na kos. Tréner

deklaruje, ze v priemere hraci trafia 7 z 10 hodov, s rozptylom najviac 1.5. Tréner

konkurencného klubu bol pozvany na jeden z tréningov, aby si na vlastné o¢i overil situaciu.
Kazdy z 15 sportovcov klubu hadzal 10-krat, pocty koSov boli nasledujuce:

X=[679105998710798107]

Na hladine vyznamnosti 2% a 1% otestujte nulov( hypotézu pu=7.
Na hladine vyznamnosti 10% a 5% otestujte nulova hypotézu 6°=1.5.

2. Mnozstvo ucinnej latky ZYX v 1 tablete je vyrobcom deklarovana na 0.1 g, rozptyl
deklaruje najviac 0.0007 . Prakticky test na 50 nahodne vybranych tabletach ukazal priemerna
koncentraciu 0.093 g, s rozptylom s” = 0.0009.

a) Na akej hladine vyznamnosti vieme zamietnut’ alebo nezamietnut’ nulova hypotézu p=0.1 ?
b) Na akej hladine vyznamnosti vieme zamietnut/nezamietnut’ nulovi hypotézu 6°=0.0007 ?

3. Presnost’ nastavenia vahy v samoobsluznej pokladni je charakterizovana maximalnym
rozptylom pri opakovanom vazeni kontrolného tovaru s hmotnost'ou 800 g. Ak je tato
hodnota vicsia ako 20, vahu treba znova nastavit. Konktrolné meranie dalo tieto vysledky
v gramoch:

[792, 803, 790, 804, 801, 803, 798, 799, 806, 797, 802, 796, 802, 801, 798, 799, 806, 809, 797, 803]

Posud'te, ¢i je vaha v poriadku alebo treba urobit’ novu kalibraciu — na hladine vyznamnosti
a=0,05.

4. Overovalo sa nastavenie relativneho vyskomeru. 15-krat po sebe (s uréitym ¢asovym
odstupom) sa merala vyska bodu, ktory je nad zemou presne 20 m. Priemer meranych vySok
vysiel 19.2 m s rozptylom 1.21. Rozhodnite, ¢i vySkomer meria spravne. Hladinu
vyznamnosti si uréte (rozumne) podla vlastného uvazenia.



